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1. INTRODUCAO

A disciplina “Metodologia e Pratica de Ensino de Matematica — Estagio
Supervisionado I” é composta por 68 horas de aulas teodricas e 204 horas de pratica.
As 204 horas de atividades praticas estdo distribuidas em 102 horas referente ao
projeto PROMAT e 102 horas dedicadas as atividades na escola. Esse relatorio de
atividades se refere as 102 horas das atividades realizadas no projeto PROMAT.

O PROMAT é um Projeto do Colegiado do Curso de Matematica que visa
atender alunos da rede publica estadual de ensino que buscam acesso a cursos
superiores. Durante o projeto, os alunos das disciplinas Metodologias ministram aulas
abordando conteudos de matematica da Educacdo Basica exigidos nos concursos
vestibulares da UNIOESTE, no Exame Nacional do Ensino Médio - ENEM e em outros
processos seletivos, objetivando a apropriacdo de tais conceitos por parte desses
alunos do Ensino médio.

Em decorréncia da pandemia ocasionada pelo COVID-19, o PROMAT 2021
ocorreu de maneira inteiramente virtual, sendo realizada pelo aplicativo Jitsi Meet.
Além disso, diferente dos outros anos, os contelddos escolhidos para serem
trabalhados no PROMAT 2021 foram escolhidos e baseados nos conteddos mais
frequentes do vestibular da UNIOESTE. Nos anos anteriores, esta escolha era feita
com base nas provas do ENEM. Apds a escolha e organizacdo dos contetdos gerais,
foi decidido sob a orientacdo da Prof? Fabiana, a distribui¢cdo dos contetdos ao longo
das aulas.

Os académicos foram responsaveis pela execucdo de 9 aulas, que ocorreram
nos sabados de manha, das 09:00 as 11:30. Os dias de execucao das aulas podem
ser observados na tabela abaixo:

Tabela 01 — Cronograma das aulas e contetdos

Encontro Data Conteudo
1 06/03/21 | Relagbes
2 13/03/21 | Fungé&o Afim
3 20/03/21 | Funcéo Quadratica
4 27/03/21 | Polinbmios
5 10/04/21 | Sequéncias e Progresséo Aritmética
6 17/04/21 | Progressdo Geométrica
7 24/04/21 | Sistemas de Equacdes




8 08/05/21 | Sistemas de Equacdes e Matrizes
9 15/05/21 | Exercicios

Fonte: Acervo dos autores,

Esse relatorio foi organizado e dividido da seguinte forma: esta primeira parte
aborda a introducéo e sintetiza 0 que aconteceu durante a execu¢ao do projeto e como
aconteceu, além de trazer uma descricdo do projeto PROMAT juntamente com os
conteudos escolhidos pelos académicos para serem trabalhados durante a execucao
do projeto. A segunda parte apresenta uma fundamentacdo tedrica, em forma de
artigo cientifico, com base na metodologia de resolucéo de problemas, escolhida pelos
académicos para o desenvolvimento das aulas do projeto PROMAT, A terceira parte
contém os planos das aulas e os relatérios das mesmas. Por fim, apresenta-se um

capitulo com as consideracdes finais dos académicos sobre a experiéncia do estagio.



2. OPCAO TEORICA E METODOLOGICA

O ser humano ao longo de toda a sua existéncia tem resolvido problemas de
diversos ambitos. Desde os primordios, resolver problemas € voltado a sobrevivéncia,
pois todo problema surge da necessidade de se atingir um certo objetivo, observou-
se entdo a grande capacidade do individuo de resolver e explorar problemas
propostos. Com isso, associou-se essa capacidade a aprendizagem, surgindo a
metodologia de Resolugédo de Problemas, que possibilita aos alunos instigar o
conhecimento e manifestar a capacidade de gerenciar as informacgdes que estao a
seu alcance. Na matematica as perspectivas da resolucdo de problemas trazem
consigo um grande potencial didatico, pois permitem que os alunos procurem
alternativas para ultrapassar obstaculos, utilizando a curiosidade como artefato para
o “fazer matematica”.

Por conta disso, a opcao tedrica e metodoldgica escolhida pelos académicos,
para o PROMAT, foi a resolucéo de problemas. Antes de nos aprofundarmos sobre a
resolucdo de problemas, € preciso caracterizar o que entendemos por problema. Entre
diversas defini¢cdes, destacamos as que mais nos chamam a atencdo no ambito de
educacdo matematica: Polya (1978) afirma que ter um problema significa buscar
conscientemente por alguma acdo apropriada para atingir um objetivo claramente
definido, mas nao imediatamente atingivel. Thompson (1989) afirma que um problema
inclui quebra-cabecas, labirintos e atividades, além disso considera que problemas
devem possibilitar uma variedade de abordagens para a sua solucdo, ndo devendo
depender s6 de elementos previamente conhecidos, mas conduzir a busca e
descoberta de novas ideias que, em geral, envolvem desafios, diversbes e
frustracdes. Sob outra concepcgédo, Onuchic (1999) e Onuchic e Allevato (2004)
apontam que um problema é algo que ndo sabemos como fazer, mas que estamos
interessados.

A expressao “resolucado de problemas”, € abrangente e pode ter um mesmo
significado para diferentes pessoas ao mesmo tempo, mas também pode ter
significados diferentes para as mesmas pessoas em ocasifes diferentes, porém
acreditamos que Krulik e Reys (1997) versam acertadamente sobre sua a defini¢cao
do seguinte modo:

“Resolver um problema é encontrar os meios desconhecidos para um

fim nitidamente imaginado. Se o fim por si s6 ndo sugere de imediato



0S meios, se por isso temos de procura-los refletindo conscientemente
sobre como alcancar o fim, temos de resolver um problema. Resolver
um problema é encontrar um caminho onde nenhum outro é
conhecido de antem&o, encontrar um caminho a partir de uma
dificuldade, encontrar um caminho que contorne um obstaculo, para
alcancar um fim desejado, mas néo alcancavel imediatamente, por

meios adequados.”

Assim, podemos dizer que, “resolucdo de problemas” significa resolver uma
tarefa cuja solucdo e método de solucdo ndo sdo conhecidos de imediato, onde para
solucionar o problema os alunos devem aplicar seus conhecimentos matematicos.

Levando em conta o cenario de isolamento social vivido pelo COVID-19, as
aulas do PROMAT foram inteiramente virtuais, sendo ministradas pelo aplicativo Jitsi
Meet. Resolvemos utilizar a resolucdo de problemas em nossas aulas do PROMAT
por acreditar que essa metodologia traz consigo um grande potencial didatico e seria
mais impactante para os alunos, além de proporcionar uma aula dindmica. Para isso,
todas as aulas foram pensadas e criadas visando ter um problema “gatilho” que nos
permitiria chamar a atencéo dos alunos e interagir com eles, para que, apés uma breve
conversa a respeito das ideias deles, pudéssemos introduzir o conteudo formalmente.
Apos a formalizagéo do contelido, os alunos seriam novamente questionados sobre o
exercicio proposto para que, por fim, resolvessem, ou expressassem, suas duvidas.

A opcéao por utilizar um problema como gatilho para introduzir o conteudo pode
trazer alguns empecilhos, como nado termos a interacao desejada. Segundo Lester
(1994) uma das razdes para que os alunos nao sejam capazes de resolver problemas
€ que nao sao dadas oportunidades a eles para se envolverem realmente na resolucao
de problemas. Por isso é primordial que o professor incentive e interceda as ideias
dos alunos, para que elas sejam produtivas, levando os alunos a pensarem e a criarem
0 seu proprio conhecimento. Assim, a sala de aula, no nosso caso virtual, deve ser
um ambiente de cooperacédo e de exploracdo, mas também de descoberta, deixando
claro para os alunos que o mais importante € o conhecimento adquirido ao longo
processo e nao a resposta final. Nessa metodologia, o aluno é o protagonista do seu
préprio conhecimento e deste modo ocorre um maior desenvolvimento da sua leitura,
da sua criatividade, fruto do pensamento de como resolver um problema e do seu

raciocinio logico.



Os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998) comentam que quando

se utiliza a metodologia de resolucdo de problemas em sala o processo de ensino e

aprendizagem na matemética se desenvolve de forma produtiva. Isso fica evidente

quando a resolucdo de problemas é utilizada de forma continuada, assim como Zuffi

e Onuchic (2007) sintetizam sua experiéncia com a metodologia resolucdo de
problemas em sala de aula dizendo que tiveram

“[...] fortes indicios de que é possivel explorar tal metodologia com

éxito, no ambiente natural da sala de aula, com todas as adversidades

e facilidades que possamos encontrar. [...] que os alunos, embora

tenham apresentado dificuldades iniciais com a “nova” metodologia,

tiveram um envolvimento com sua propria aprendizagem muito

superior aqueles de séries equivalentes, na mesma escola que

evidenciaram grande participacdo e motivacdo, e que os alunos ao

irem se familiarizando com essa forma de trabalho, os alunos

ampliaram seus conhecimentos de Matemética de forma significativa.”

Portanto, o principal motivo para escolhermos trabalhar com resolucdo de
problemas foi porque acreditamos que com essa metodologia os alunos
compreenderiam mais efetivamente os contetdos, o0s principios e os procedimentos
matematicos. E acreditamos que a verdadeira compreensdo da matematica esta

atrelada a ideia de relacionar diferentes conceitos e abordagens.



3. PLANOS DE AULA

3.1 Plano de aula 1

Conteldo: Relac¢des entre dois conjuntos, Fungdes, Funcéo constante.
Objetivo geral: Introduzir a ideia de fungoes.
Objetivos especificos: Ao se trabalhar com relacdes, objetiva-se que o aluno

seja capaz de:

° Fazer a distincédo entre relacéo e funcéo.

° Compreender conceitos basicos, como Dominio e Imagem de relacdo e
funcao.

° Diferenciar funcdes sobrejetoras, injetoras e bijetoras.

° Diferenciar relacbes e funcdes sobrejetoras, injetoras e bijetoras por

meio da representacado grafica.

° Identificar funcdes inversiveis.

Tempo de execucgao:
Um encontro de 2 horas e 30 minutos.

Recursos didaticos:
Softwares: Mentimeter, Microsoft Whiteboard, Microsoft PowerPoint, Jitsi
Meet. Microfone e mesa digitalizadora.

Encaminhamento metodoldgico:

No primeiro momento, sera realizada uma dinamica com o objetivo de obter
uma interagdo inicial entre os alunos e os professores. Essa dinamica consiste em
solicitar aos alunos que respondam, pela plataforma Mentimeter, a pergunta “O que
vem em sua cabecga quando falamos de funcdo?”. As respostas serao dispostas para
todos, a partir de uma nuvem de palavras. Espera-se que apareca a palavra
“relacéo” ou algum sindnimo. Apds comentar sobre os resultados obtidos, sera feita
uma breve explicacdo sobre o PROMAT.

Em seguida, sera iniciado a apresentacao do conceito de relagdo a partir da

ideia de relagéo familiar, considerando que essa ideia é bastante intuitiva. Para isso,



os alunos serao convidados a responder alguns questionamentos relacionados a

seguinte arvore genealdgica:

(e ) (3o (o) (cub) (k) (G
Li T r T T k‘l‘/] k"l"//IJ‘
~ TN TN N ~
Rde ) (Bt @’f‘f“‘/ G

Figura 1: Arvore geneal6gica.
Fonte: Acervo dos autores.

Serao definidas as relagdes “mae de” representada por m( ), “pai de”
representada por p( ), “filho/filha de” representado por f( ) e “irmao de” representada
por i( ).

Os alunos serédo convidados a completarem as seguintes relagdes:

a)m(Brenda) =
b)p(Pedro) =
C)p(Bruna) =
d)i(Bianca) =
e)i(Caio) =

fim( ) =Joana

Espera-se que os alunos consigam visualizar as relagdes familiares e
respondam corretamente as perguntas.

Em sequéncia sera questionado se as relagdes “mae de”, “irmao de” e
“filnof/filha de” sao fungdes. Para isso, serdo definidos os conceitos de Relagéo e
Funcao:

Definicao de relacao:



“Dados dois conjuntos A e B, chamamos de Relagdo uma associagao

entre elementos do conjunto A com elementos do conjunto B”.

Definigéo de funcéo:

“Chamamos de funcéo de A em B a relacdo do conjunto A no conjunto
B em que, todos os elementos do conjunto A estao relacionados a algum
elemento de B e um mesmo elemento de A ndo esté relacionado a dois ou

mais elementos distintos de B”.

Na sequéncia serao feitos os seguintes exemplos de relagdes entre conjuntos
numeéricos, sera questionado aos alunos se essas relacbes sao ou ndo fungoes.
Usar-se-a os termos “conjunto de partida” para o conjunto A e “conjunto de chegada”
para B. Pretende-se especificar que ndo ha restricdes para o “conjunto de chegada”,

pode por exemplo, sobrar elementos em B:

Figura 2: Exemplo 1: Relacdo entre os conjuntos A e B.

Fonte: Acervo dos autores.
No exemplo acima (Figura 02), espera-se que os alunos identifiquem que a

relacdo nao é funcéo, pois existe um elemento {2} do conjunto de partida (A) que
nao tem relagdo com nenhum elemento do conjunto de chegada (B).



Figura 3: Exemplo 2: Relacdo entre os conjuntos A e B.
Fonte: Acervo dos autores.
No exemplo acima (Figura 03), espera-se que os alunos identifiquem que a
relacdo nao é funcéo, pois existe um elemento {1} do conjunto de partida (A) que, ao

mesmo tempo, se relaciona com dois elementos (1 e 0) do conjunto de chegada (B).

Nos proximos exemplos (Figuras 04, 05, 06 e 07), espera-se que 0s alunos
identifiquem que a relacéo é funcédo, pois todos os elementos do conjunto de partida
(A) tem relacdo com um elemento do conjunto de chegada (B) € um mesmo

elemento de A nao esta relacionado com dois elementos distintos de B”.

Figura 4: Exemplo 3: Relacdo entre os conjuntos A e B.

Fonte: Acervo dos autores.



Figura 5: Exemplo 4: Relagdo entre os conjuntos A e B.

Fonte: Acervo dos autores.

Figura 6: Exemplo 5: Relacdo entre os conjuntos A e B.

Fonte: Acervo dos autores.

Figura 7: Exemplo 6: Relacao entre os conjuntos A e B.

Fonte: Acervo dos autores.

10



Em seguida, sera definido Dominio, Contradominio e Imagem da seguinte

forma:

Sejam A e B conjuntos néo vazios. Seja f uma relagéo de A em B.
Chamamos de dominio o conjunto D dos elementos x € A para 0s
quais existe y € B tal que (X, y) € f. Como, pela definicdo de fungéo, todo

elemento de A tem essa propriedade, temos nas funcgdes:

Dominio = “conjunto de partida”
Isto €,
D=A

O conjunto B (conjunto de chegada) é chamado de contradominio.
Chamamos de imagem o conjunto Im(f) dos elementos y € B para os

guais existe x € A tal que (X, y) € f, portanto:

Imagem é um subconjunto do contradominio

ImCB

dominio contradominio

Figura 8: Representa¢do dominio e contradominio.

Fonte: Gelson lezzi. Vol 1. Pg 88.

Em seguida sera apresentado a seguinte notacao de funcao:
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Sejam A e B conjuntos nédo vazios e f uma relacdo de A em B. Nos
casos em que f € funcdo usaremos a notacédo f(x)=y para indicar que o par
(x,y) esta na relagéo. Por exemplo, na fungao “mae de” que leva filhos nas

maes, m(Caio)=Brenda.

Para indicarmos uma funcéo f, definida de A em B segundo a lei de

correspondéncia y=f (x), usaremos uma das seguintes notacodes:
f
f:A->B A-B

x = f(x) x — f(x)

Observa-se que quando temos relagdes que néo sao funcgdes esta notacéo fica
complicada, por exemplo, na relagao “filho/filha de” que leva maes nos filhos
escreveriamos f(Brenda)=Caio ou f(Brenda)=Denise?

Em seguida, serd comentado sobre a representacdo grafica de uma funcéo.
Seré& explicado brevemente o que é um plano cartesiano, que 0s eixos X e y séo retas
reais e que representam, respectivamente, o dominio e o contradominio de uma
funcao f, e que se chama os eixos x e y de eixo das abcissas e das ordenadas. Além
disso, relacionar-se-a que cada valor da funcéo f no grafico pode ser representado,
pontualmente, pelo par ordenado (X,y) e que a intersecc¢ao entre 0s eixos acontece no
ponto (0,0), chamado de origem.

A partir de exemplos de graficos, os alunos serédo indagados sobre se estes
graficos representam funcdes. Lembrar-se-4 que para ser funcdo um mesmo
elemento do eixo “x” (dominio) ndo pode estar relacionado, ao mesmo tempo com dois
elementos distintos do eixo “y” (contradominio), e por conta disso, sera utilizado o
teste da reta vertical que consiste em tracgar infinitas retas imaginarias paralelas ao
eixo das ordenadas (eixo y) e verificar se alguma destas retas interceptam o gréfico
em dois ou mais pontos. Caso isso ocorra, é possivel dizer que a relacdo néo é funcao.
Pois, significa que a relacdo associa duas imagens para um mesmo numero real Xx.
Além disso, sera necessario verificar se todo elemento do eixo X possui uma imagem
ou se o dominio deve ser delimitado a um subconjunto especifico de IR.

No exemplo a seguir (Figura 09), espera-se que 0s alunos respondam gque essa

relacdo é funcao, pois todos os elementos do dominio, tem relagdo com um elemento
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do contradominio. Além disso, um mesmo elemento do eixo x esta relacionado a
apenas um elemento do eixo y, pois as retas sédo paralelas ao eixo y e interceptam o

grafico em um unico ponto.

Figura 9: Exemplo 1: Grafico de uma relagéo.

Fonte: Acervo dos autores.

Figura 10: Exemplo 2: Gréafico de uma relacao.

Fonte: Acervo dos autores.
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No exemplo anterior (Figura 10), acredita-se que alunos vao responder que a
relagdo ndo é fungéo, considerando que o dominio ndo esta definido para os reais
negativos e, além disso, ao se tracar retas paralelas ao eixo y é possivel perceber que

para todo x pertencente aos reais positivos a reta corta o grafico em dois pontos.

No proximo exemplo (Figura 11) acredita-se que alunos vao responder que a
relacdo ndo é funcao, considerando que o dominio ndo esta definido para todo o IR.
Os alunos serdo questionados, em seguida, se ao restringir o dominio a relagédo é
funcao, visto que que um mesmo elemento do eixo x hao esta relacionado, ao mesmo
tempo, a dois, ou mais, elementos distintos do eixo y, pois as retas paralelas ao eixo

das ordenadas intersectam a fungdo em um Unico ponto.

Figura 11: Exemplo 3: Gréafico de uma relacao.
Fonte: Acervo dos autores.
Outros exemplos graficos (Figuras 12, 13, 14 e 15) serdo apresentados e

sempre sera explorado se as relagfes, cujos graficos sdo apresentados, sdo ou nao

funcdes.
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Figura 12: Exemplo 4: Gréfico de uma relagao.

Fonte: Acervo dos autores.

/

Figura 13: Exemplo 5: Gréfico de uma relagéao.

Fonte: Acervo dos autores.



16

Figura 14: Exemplo 6: Grafico de uma relacéo.

Fonte: Acervo dos autores.

Figura 15: Exemplo 7: Gréafico de uma relacao.

Fonte: Acervo dos autores.

A partir do ultimo exemplo (Figura 15) sera definido fun¢do constante.

Sejam A, B subconjuntos néo vazios de IR e b € B. Chamamos de




funcdo constante a funcéo f: A — B tal que f(x) = b, para qualquer x € A.

O grafico da funcéo constante € representado por uma reta paralela ao

eixo das abscissas (eixo x) passando pelo ponto (0, b).

Apbs isso, sera proposto o exercicio 01:

17

Exercicio 01: (UNIOESTE - 2020, Adaptado) Seja a um numero real

arbitrario. Suponha que f: R = R é uma func¢éo que satisfaz
f(k+x)=f(k)+xa

para quaisquer X € R e k € R. Entéo € correto afirmar que:

a)f € obrigatoriamente injetora.

b)Se a # 0, entdo f & uma fungao da forma f(x)=mx+n.

c)f é obrigatoriamente crescente.

d)f possui duas raizes reais nos pontos em que x =ae x = k.

e)f € uma funcado da forma f(x)=ax2+mx+n, para algum m, n € IR.

Para responder a pergunta anterior, sera apresentado o conceito de funcao

injetora.

Classifica-se uma funcdo como injetora quando cada elemento da

imagem esta ligado a um unico elemento do Dominio.

Figura 16: Funcao injetora entre o conjunto A e B.

Fonte: Acervo dos autores.

Observe que nenhuma das flechas liga dois elementos do conjunto A ao
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mesmo elemento do conjunto B. Na funcéo injetora, é possivel sobrar
elementos no conjunto B (elementos que nédo estejam ligados a nenhum

elemento do conjunto A).

Na sequéncia sera apresentado a solucdo do exercicio.

Resolucéo:

A fungdo nao é obrigatoriamente injetora pois como o “a” é arbitrario e
pertence aos reais pode-se ter a=0, entdo f(k+x)=f(k), para qualquer x (uma
funcédo constante). As funcdes constantes ndo sao injetoras. O gréafico (Figura

17) e o diagrama (Figura 05) a seguir representam uma fungéo constante.

Figura 17: Gréfico de uma funcao constante.

Fonte: Acervo dos autores.



Figura 18: Exemplo de funcdo n&o injetora entre o conjunto A e B

Fonte: Acervo dos autores

Em sequéncia sera definido funcdo sobrejetora e funcéo bijetora.

Classifica-se uma fungcéo como sobrejetora quando sua imagem é igual
ao contradominio, ou seja, todos os elementos do contradominio estédo

relacionados com algum elemento do dominio.

Figura 19: Exemplo de funcéo sobrejetora entre o conjunto A e B.

Fonte: Acervo dos autores.

Na funcdo sobrejetora, é possivel que dois ou mais elementos no

conjunto A estejam associados ao mesmo elemento do conjunto B.

Uma funcéo é considerada bijetora quando possui contradominio igual
a imagem e, ao mesmo tempo, quando elementos distintos do dominio tém

imagens distintas. Isto €, uma fungéo € bijetora se € injetora e sobrejetora ao

19
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mesmo tempo. Quando isso acontece, cada elemento do dominio ficara ligado

a um unico elemento da imagem, e vice-versa.

Figura 20: Exemplo de uma funcéo bijetora entre o conjunto A e B.

Fonte: Acervo dos autores.

Em seguida, serdo retomados os exemplos das funcbes ja apresentadas
(Figuras 2, 3, 4, 5, 6 e 7) para agora perguntar se a funcédo € injetora, se é sobrejetora
e se € bijetora.

Espera-se que os alunos se lembrem que as relagdes das Figuras 2 e 3 ndo
sao funcdes entdo ndo podem ser injetoras, sobrejetoras ou bijetoras.

Espera-se que os alunos percebam que a funcdo representada na Figura 4 é
injetora, ja que cada elemento do dominio sé tem relagdo com um anico elemento do
contradominio e que, por sobrar elementos no contradominio, a relacdo nédo é
sobrejetora.

Espera-se que os alunos percebam que a fungao representada na Figura 5 nao
€ injetora, pois mais de um elemento tem a mesma imagem, neste caso, em
especifico, todos os elementos tém a mesma imagem. N&o é sobrejetora, pois ha
elementos do contradominio que nao estdo associados a nenhum elemento do
dominio.

Espera-se que os alunos percebam que a fungéo representada na Figura 6 nao
€ injetora, pois mais de um elemento tem a mesma imagem (neste caso o 1 e -1 estéo
associados ao -1), mas € sobrejetora, pois todos os elementos do contradominio estao
relacionados a alguns elementos do dominio.

Espera-se que os alunos percebam que a funcao representada na Figura 7 é

injetora, pois cada elemento do dominio liga-se a apenas um elemento do
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contradominio, além de perceberem que a relacdo é sobrejetora, pois todos o0s
elementos do contradominio estdo relacionados a um elemento do dominio e,
consequentemente, a funcao é bijetora pois é injetora e sobrejetora.

Em seguida, o exercicio 02 sera utilizado como “gatilho” para definir fungéo

inversa.

Exercicio 02: (BrasilEscola) Seja f uma funcdo de A em B, cuja lei de

formacao é, x2+ 1 sendo A={-2, -1, 0, 1, 2} e B={1, 2, 5}, é correto afirmar:
a) A funcdo é inversivel, pois ela é bijetora.
b) A funcado néo é inversivel, pois ela ndo é injetora.
c) A funcéo néo é inversivel, pois ela ndo é sobrejetora.
d) A funcédo néo é inversivel, pois ela ndo é sobrejetora e nem injetora.

e) A funcdo néo é inversivel, pois ela é bijetora

Dados conjuntos néao vazios, A e B e uma funcdo f:A—-B. A relagao
g:B—A que associa y a x sempre gue f(x)=y nem sempre é uma funcédo. No
caso que esta relacdo é funcéo dizemos que f é inversivel e que tal relacéo,

denotada por f~! é a funcéo inversa de f.

Se uma funcao f é bijetora entéo f é inversivel e, se f ndo é bijetora ndo

admite inversa.

Serdo apresentados novamente o exemplo da Figura 4, porém da maneira da
Figura 21, com um titulo sobre sua injetividade. Em seguida, sera apresentada a
Figura 22, que representa a relacao inversa da Figura 21, para mostrar que funcdes

nao bijetoras ndo sao inversiveis.
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Funcgao injetora e nao sobrejetora

Figura 21: Representacéo de funcgéo injetora e ndo sobrejetora.

Fonte: Acervo dos autores.

Relacao inversa

Figura 22: Relacéo inversa de uma funcgéo injetora e ndo sobrejetora.

Fonte: Acervo dos autores.

Espera-se que os alunos notem que a relagéo inversa de uma funcéo néao
sobrejetora, neste caso somente injetora, ndo é funcdo. Na relagdo inversa sobram

elementos em seu dominio.

Da mesma maneira, em seguida sera utilizado o exemplo da Figura 7, para criar

a Figura 23 e a sua relacao inversa, representada na Figura 24.
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Funcao sobrejetora e nao injetora

Figura 23: Representacdo de fungéo sobrejetora e ndo injetora.

Fonte: Acervo dos autores.

Relacao inversa

Figura 24: Relacao inversa de uma funcéo sobrejetora e nao injetora.

Fonte: Acervo dos autores.

Espera-se que fique evidente que a relacao inversa de uma fung¢ao néo injetora,
neste caso somente sobrejetora, ndo é funcdo. Na relacdo inversa existira elementos
do dominio que se relacionam com mais de um elemento do contradominio da relacao

inversa.



24

Funcéao Bijetora

Figura 25: Representagéo funcéo bijetora.

Fonte: Acervo dos autores.

Funcao inversa

Figura 26: Relacao inversa de uma func¢éo bijetora.

Fonte: Acervo dos autores.

Espera-se que os alunos percebam que a relagédo inversa de uma funcao
bijetora & também uma funcéo, pois cada elemento do dominio estéa relacionado a um

Unico elemento do contradominio.

Em seguida, o exercicio 02 sera retomado e resolvido.
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Resolucao do exercicio 02:

Para que uma funcao seja inversivel, € necessario que ela seja bijetora,

ou seja, injetora e sobrejetora ao mesmo tempo.
Deve-se calcular aimagem de cada um dos elementos de A,
f(-2)=(-22+1=4+1=5
f(-1)=(-1)2+1=1+1=2
f0)=02+1=1
f1)=12+1=1+1=2
f2)=22+1=4+1=5

Note, que todos os elementos do conjunto B={1, 2, 5} € imagem de algum

elemento de A. Isto €, a funcédo é sobrejetora.

Agora, f(-2) = f(2) =5 e f(-1) = f(1) = 2. Logo, a funcdo néo é injetora e
consequentemente néo € bijetora. A alternativa correta € aletra b, “a fungao nao

é inversivel, pois ela nao é injetora”.

Em seguida, sera utilizado o software geogebra para fazer os gréaficos das
funcdes f(x) = 2x+1 e f~1(x) =x7_1. Nesse momento sera comentado sobre a

existéncia de simetria em relacéo a reta y=x, entre os graficos dessas funcdes

No final, sera trabalhado o conteldo de funcdo composta. Para isso, sera
retornado na arvore genealdgica e sera pedido aos alunos se o “Pai da mae de fulano”
€ a mesma pessoa que “Mae do Pai de fulano”. Espera-se que os alunos respondam
gue nao.

Apobs isso, sera definido funcdo composta.

Dadas as fungdes f: A — B e g: B — C, a fungdo composta de g com f
€ a funcgéo gof: A — C definida por (gof)(x) = g(f(x)), que é lida como “g bola f
de x".

Para encontrar a funcéo gof, para cada x em A (Dominio de F) aplicamos
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a funcao f, descobrimos qual é o valor relacionado a ele, e entdo aplicamos a

funcdo g neste valor

Sendo assim, a funcdo gof relaciona cada elemento do dominio da
funcdo f com um Unico elemento do contradominio da funcéo g.
A funcdo GoF relaciona cada elemento do dominio da funcdo f com um

anico elemento do contradominio da fungéo g.

Exercicio 03: Sejam os conjuntos A ={-1,0,1,2}, B={0, 1, 2, 3,4} e C ={1,
3,5,7,9} eas funcdes

f: A—B, definida por f(x) = x?
g:B—C, definida por g(x) = 2x+1
Encontre (gof)(x) e determine o conjunto Dominio e Imagem.

A partir do exercicio 03, sera utilizado a imagem abaixo, no microsoft
whiteboard, para explicar funcdo composta, sera inserido os respectivos valores aos
respectivos conjuntos, assim como as relagdes entre esses segundo o estabelecido
pelas funcdes, espera-se que os alunos compreendam o contetdo proposto conforme

a resolucao seja feita.

Figura 27: Representacéo de funcdo composta.
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Fonte: Acervo dos autores.

Resolucao do exercicio 03:
gef(x)=g(f(x)=2x"+1

Dominio € o conjunto A,

O Contradominio € o conjunto C,

a Imagem sé&o os elementos de C que tem correspondente em A, logo:

gef(-D=g(f(-1)=2-(-1)*+1=3

gef(0)=g(f0)=2-0"+1=1
gef()=g(f1)=2-1"+1=3
gof2)=g9(f(2)=2-2°+1=9

Portanto:

Im(g-f)={1,3,9}

Na sequéncia sera proposto o seguinte exercicio:

Exercicio 04: (UNIOESTE, 2019 - ADAPTADA) - Sejam f de Rem R e g de

R em R, definidas respectivamente, por f(x) = 3 - x e g(x) = 3*. Definaos valores

de g(f (1), 9(f(2)), 9(f(3)), g(f ().

Resolucéo:

f)=3-1=3
f2)=3-2=6
f3)=3-3=9
f(n) =3n
g(f(1)) = 3% =27
g(f(1)) = 3% =729
g(f(1)) =3° = 19683

g(f(m)) = 3°"

Avaliacao:
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A avaliacdo sera realizada durante a aula com base nas respostas dos

guestionamentos feitos pelos professores.

3.1.1 Relatério Aula 1

No dia seis de marco de 2021, as 09 horas, iniciou-se os trabalhos praticos da
disciplina Metodologia e Prética de Ensino - Estagio supervisionado |, do Curso de
licenciatura em matemética da Unioeste-Campus Cascavel, com a atuacdo dos
discentes no Programa de acesso e permanéncia de estudantes da rede publica de
ensino em universidades publicas: um enfoque a area de matematica (PROMAT).
Estavam presentes na aula os Académicos Gabriel Borghetti, Rafael Tech, Marcele
Cristine Assis e Thays Perin que ministraram a aula sobre o conteudo inicial: Rela¢des
e Funcdes. A aula foi acompanhada na integra pela professora Fabiana Magda Garcia
Papani. A aula foi ministrada de modo virtual, utilizando o aplicativo jitsi. Observou-se
gue houve um numero grande de alunos presentes na sala, mais precisamente, 31

alunos.

Os académicos optaram por ministrar uma aula mais dinamica, com o intuito
de obter uma afinidade maior com os participantes. Para isso, foram utilizados

softwares como:

. Mentimenter, para mensurar o conhecimento prévio dos alunos sobre
fungdes. Foi realizado o questionamento “O que vem a sua cabega quando falamos
de fungédo?”, A esta pergunta foram obtidas respostas como, por exemplo, “Relagao
entre dois conjuntos”, que relacionam o conteudo de fungbes com relagbes em geral

e corresponderam ao esperado;
. Powerpoint para a projecao do texto elaborado para a aula online;

. Whiteboard, que auxiliou na explicagdo, por possibilitar escrever
simultaneamente com o explicado, similar ao realizado no modo presencial, quando

se usa a lousa;
. Geogebra que permitiu trabalhar com graficos de maneira dinamica.

A apresentacao inicial do conteudo funcdes foi realizada por meio de diagramas

de Venn, considerando que este método é de facil visualizacdo, principalmente no que
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se refere a identificacdo do dominio e o contradominio, e, a introducdo formal do
conceito de funcdo. Foi possivel observar que os alunos compreenderam com
facilidade o conteddo apresentado, interagindo sempre que solicitado pelos
académicos. Porém, quando apresentados os graficos no plano cartesiano, notou-se
gue os alunos tiveram dificuldade em encontrar o dominio e o contradominio, além da
dificuldade em decidir se a relacéo € funcdo. Essas duvidas puderam ser esclarecidas,

utilizando-se exemplos no decorrer da aula.

Quando foi trabalhado o grafico de fun¢des no plano cartesiano, os académicos
optaram por utilizar, como um dos exemplos, uma funcdo por partes e um debate
iniciou-se quando uma aluna questionou se estavam sendo expostas duas func¢des.
Foi explicado poderia ser considerado graficos de duas fungcdes em um mesmo plano
cartesiano ou o gréafico de uma funcéo expressa por uma lei de formacéao dividida em
duas partes, ou seja, até um determinado ponto a funcdo segue uma lei de formacéo,
para os demais pontos segue outra lei, mas ambas as partes juntas descrevem uma
Unica funcéo. Observou-se que os alunos ainda ficaram com duvidas e devido a esse

fato decidiu-se, em aulas futuras, abordar questées que envolvam funcdes por partes.

De modo geral o plano de aula foi executado conforme planejado, pois nao
ocorreram grandes imprevistos que contribuissem para uma mudanca drastica na
execucdo da aula. Do conteudo previamente planejado foi trabalhado: relacées,
introducdo a funcdo, dominio e imagem, grafico de uma funcéo, funcdes injetoras,
sobrejetoras e bijetoras, funcdo constante e fungcédo inversa, faltando apenas o
contetido de fungcao composta.

Acredita-se que os alunos compreenderam e entenderam o conteudo aplicado
considerando que teve grande participacéo, verbalmente e por escrito no chat. Houve
comentarios que demonstraram o interesse e o desenvolvimento dos alunos no
decorrer da aula, tais como “A Matematica nunca foi tdo facil” e “Agora eu entendi

esse conteudo”.

Durante a aula procurou-se dar énfase em identificar se uma relagdo é uma
funcdo ou ndo e identificar se é possivel classificd-la em injetora, sobrejetora ou
bijetora, para isso foram utilizados diversos exemplos e contraexemplos por meio de
diagramas, graficos no plano cartesiano e da lei de formagéo. Por isso, 0s exercicios
propostos nesta aula tinham como objetivo verificar se os alunos aprenderam e

perceberam isto.
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Pelo fato de as aulas serem remotas, 0s exercicios propostos em sala séo feitos
juntamente com os académicos, ndo tendo um tempo exclusivo para o aluno tentar
resolvé-lo. Porém, sdo propostos exercicios para casa por meio de uma lista, que sera

corrigida na aula seguinte.

E importante ressaltar que alguns dos exercicios abordados durante o decorrer
da aula sé@o questdes de vestibulares anteriores da Universidade Estadual do Oeste
do Parana - UNIOESTE.

Portanto é possivel concluir que a aula foi produtiva e satisfatéria, atendendo
as expectativas. Acredita-se que o contetdo apresentado foi compreendido pelos

alunos e espera-se que as proximas aulas ocorram do mesmo modo.

3.2 Plano de aula 2

Conteudo: Func¢éo afim.
Objetivo geral: Introduzir a ideia de funcao afim e suas caracteristicas.
Objetivos especificos: Ao se trabalhar com funcao afim, objetiva-se que o
aluno seja capaz de:

e Reconhecer fungdes afim.

e Compreender sua representacao grafica e sua forma algébrica.

e Distinguir coeficiente linear e coeficiente angular.

e Diferenciar fungdes crescentes e decrescentes.

e Compreender o conceito de raiz da funcao afim e como encontra-la.

e Perceber que a funcao afim admite inversa.

e Determinar a inversa da funcéo afim.

Tempo de execucao:
Um encontro de 2 horas e 30 minutos.

Recursos didaticos:
Softwares: Microsoft Whiteboard, Microsoft PowerPoint, Jitsi Meet, Microfone

e mesa digitalizadora.

Encaminhamento metodoldgico:
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No primeiro momento, os alunos serdo convidados a resolver o seguinte

exercicio:

Exercicio 01: (UNIOESTE - 2016) Uma determinada grafica calcula que o
custo para se produzir um livro € R$0,02 por pagina de impresséo, mais R$12,00
para que se produza a capa e se faca a encadernacdo. Com base nessas
informacdes, € correto afirmar que o custo c(x), em reais, para se produzir um

livro com x paginas é de:
a)c(x) =0,02x + 12.
b)c(x) = 12x + 0,02.
c)c(x) =12x + 2.
d)c(x) = 2x +12.

e)c(x) =12,02x.

Espera-se que os alunos consigam interpretar o problema e encontrem a

solucéo.

Resolucdao:

Tem-se que o custo por paginas é R$0,02, como s&o x paginas, 0 custo
para produzir todas as paginas é R$0,02x. Soma-se a este custo o valor gasto
para produzir a capa e a encadernagéo. Assim, o custo para produzir o livro é
dec(x) = 0,02x + 12.

Apbés comentar sobre a resolugdo do problema acima, os alunos serao

indagados sobre a letra b) do seguinte exercicio:

Exercicio 02: (UNIOESTE 2020 - Adaptado) - Seja a um numero real

arbitrario. Suponha que f: IR = IR € uma func¢éo que satisfaz
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f(k+x) = f(k)+xa
para quaisquer x € IR e K € IR. Entao é correto afirmar que:
a)f € obrigatoriamente injetora.
b)Se a # 0, entdao f € uma fungao da forma f(x) = mx + n.
c)f é obrigatoriamente crescente.
d)f possui duas raizes reais nos pontos em que x =ae x = k.

e)f € uma funcao da forma f(x)=ax2+mx+n, para algum m, n € IR.

Acredita-se que os alunos terdo dificuldade na resolucdo deste exercicio,

assim, antes da resolucédo sera definido o conceito de funcdo afim da seguinte forma.

Uma aplicacédo de IR em IR recebe o nome de funcdo afim quando a
cada x € IR estiver associado o elemento (ax + b) e IRe a # 0, isto é:
f.IR—IR
X—ax+b,a®0

Em seguida serdo dados os seguintes exemplos de fungdes afim,

f(x) =x-2
f(x) =4x+5
f(x) =- 3x +0

Por fim, sera retomado o exercicio 02 para que ele seja resolvido.

Resolucao do exercicio 02:

b) Precisa-se mostrar que f(x) =mx +n,commenem IR.
fx)=f(0+x)=f(0)+xa= ax+ f(0),como f(0) € um namero real pois
0 contradominio da fungéo € de IR e “a” é real, tem-se uma func¢éo do

tipo f(x)=mx+n.

Espera-se que neste momento os alunos sejam capazes de relacionar a
definicdo de funcao afim, conforme visto no exercicio, com o que se é pedido no
enunciado. Além de conseguirem realizar a manipulacdo necesséria para resolver o

exercicio.
Na sequéncia os alunos serdo convidados a resolverem o exercicio abaixo:
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Exercicio 03: (UNIOESTE - 2018) Duas retas y =axey = bx+c,com a,b
e ¢ constantes reais, encontram-se no ponto (3,2). Sabe-se ainda que b = -3 a.

Assim, € CORRETO afirmar que as equacdes das retas sao:

a)y= %xey=—2x+8.

b)y= %xey=—3x+2.

oy= gxey=—3x+2.
dy=—-xey=3x—-3.
e)y=3xey=-9x+2.

Espera-se que os alunos consigam chegar na seguinte resolucéo:

Como o ponto (3,2) pertence areta de equacédo y = ax tem-se 2=a.3 =

Comob=-3a= b=%=—2

Como o ponto (3,2) pertence areta de equagéo y = bx + ¢ = —2x + c tem-
se 2= (-2)3+c =2 =-6+c =c=8.

Entdo uma reta tem equacgéo y = 23—" eaoutray=-2x+8

Utilizando os dados do exercicio anterior serd utilizado o software geogebra
para apresentar os graficos das duas retas, demostrar que de fato estas retas se

encontram no ponto (3,2).
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(3.2)

Figura 28: Grafico de interseccado entre duas funcdes.

Fonte: Acervo dos autores.

No segundo momento, ainda utilizando o software geogebra, serdo abordadas
as caracteristicas do grafico da funcdo afim, para isso sera utilizada como auxilio a
ferramenta “controle deslizante”, objetiva-se mostrar como a alteragcdo dos

coeficientes interfere em algumas caracteristicas do grafico.

e O gréfico de uma funcao afim € sempre uma reta;
e Quando a = 0, tem-se uma funcao constante f(x) = b e o grafico € uma
reta paralela ao eixo x;
e Reta paralela ao eixo y — gréfico de uma relacdo que nao é funcao;
e Se b=0, areta passa pela origem.
Além disso, serdo definidos, como coeficiente angular (a) e coeficiente linear

(b) da forma,

O termo constante, a, € chamado de coeficiente angular. E a medida que
caracteriza a inclinacdo da reta (grafico da equacéo) em relacdo ao eixo das
abscissas. Quando o coeficiente angular é positivo a fungcédo é crescente,

quando o coeficiente angular é negativo a funcao € decrescente.
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O termo constante, b, € chamado coeficiente linear da reta. Para x = 0,
temosy =a - 0+ b =Dhb. Assim, o coeficiente linear é a ordenada do ponto de

intersec¢do do grafico da equagédo com o eixo .

Figura 29: Gréfico controle deslizante.

Fonte: Acervo dos autores.

Dando sequéncia a explicacdo, sera utilizada a imagem abaixo para
demonstrar que o coeficiente angular € igual ao valor da tangente do angulo que o
gréafico da funcéo afim faz com o eixo x. Este angulo chama-se «, logo a = Tg(a), tal
relacdo é originada de relacfes trigonométricas. Espera-se que os alunos consigam

entender o conceito sem muitas dificuldades.
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Figura 30: Deducéo do coeficiente linear.

Fonte: Acervo dos autores.

Em seguida os alunos seréo instigados a resolverem o item c) do exercicio 02,

gue vem sendo explorado desde a aula .

by

Acredita-se que os alunos apresentem duvidas em relacdo a resolucédo do
exercicio, assim, serdo definidos, formalmente, os conceitos de fungbes afim

crescentes e decrescentes como:

Uma funcédo f é crescente quando, para dois elementos x, e x;
quaisquer, tais x, < x; tem-se que f(xy)<f(x1).
De forma semelhante, tem-se que uma func¢do € decrescente quando,

para dois elementos x, e x; quaisquer, tais que x, <x; temos que f(x,)>f(x1)

A seguir, serdo usadas imagens para fixar funcdes crescentes e decrescentes.
Em cada figura, sera observado a reta da funcdo. Espera-se que com O0sS
guestionamentos 0s alunos sejam capazes de caracterizar os tipos de funcao afim do
seguinte modo:

Sera chamada atencédo dos alunos que ao realizar a analise de dois elementos
e suas respectivas imagens, tem-se outra forma de perceber se uma funcdo é

crescente ou decrescente, além de analisar o coeficiente angular. Sera formalizado
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nos slides que quando o “a” € maior que zero sera sempre crescente e com coeficiente
angular menor que zero sera decrescente. Espere-se que 0s alunos consigam

entender o conteudo e o relacionem com os graficos vistos em momentos anteriores.

4
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Figura 31: Fungé&o afim crescente.

Fonte: Acervo dos autores.

w
]
]
]
]
]
]
]
]
]
O A P S By i AN P Ry i e e Ry iy R
]
]
]
]
]
]
I
]
]
]
]
]
]
]
]
]
ol

nQ =

F.

o@zmmmmmmmmmrmnna

-2 =1 0 1

Figura 32: Funcao afim decrescente.

Fonte: Acervo dos autores.
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Por fim, retoma-se o exercicio 02, demonstrando a resolucdo da alternativa c.
Espera-se que apos a formalizacdo dos conceitos de fungéo afim crescente e

decrescente os alunos consigam perceber que € necessario saber o valor de “a”, pois

dependendo do seu sinal, a funcéo sera crescente ou decrescente.

Resolucéao:
c) f ndo é obrigatoriamente crescente pois umafuncéo afim s é crescente
quando o coeficiente angular “a” é positivo e como o “a” pode ser qualquer

ndmero real, isso nao é verdade.

Em seguida os alunos seréo convidados a resolver o exercicio abaixo,

Exercicio 04: (UNIOESTE - 2014) - Uma loja de roupas da a seus clientes
um desconto de 10% para compras acima de R$100,00. O desconto incide
somente sobre o valor que ultrapassa R$100,00. Por exemplo, por uma compra
de R$110,00 o valor pago sera R$109,00. Se f(x) representa o valor que deve ser
pago em uma compra (ap6s receber o desconto), em funcéo do valor da compra,

X, entdo é CORRETO afirmar que:

A)f(x) = {oﬁ')x - 100,0 - xxs>1(1)80

b) f(x) = 0,9(xxi 100) — 20%,)6 = 120> 100
c) f(x) = :0,9(xxi 100) + (1)0S0,x = 120> 100
d) f(x) = r0, ;'(x - 100)(,) = i 101000

0,9x, 0<x<100
€) f(x) _{0,9x+100, x> 100

Acredita-se que os alunos possuam duvidas em como montar a lei de formacéao,
pretende-se discutir cada item do exercicio para que as duvidas sejam sanadas.

Resolucao:

a)f(x) ndo representa o comportamento real do desconto, pois, para

x>100, ha um intervalo onde o valor pago é negativo.
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b)f(x) ndo representa o comportamento real do desconto, pois, para
x>100, hd um intervalo onde o valor pago € negativo.

c)f(x) representa corretamente o comportamento do desconto. Se o
cliente gastar entre R$0 e e R$100,00, ndo € aplicado descontos, satisfazendo a
primeira parte da funcdo. Se o valor ultrapassar os R$100,00 é aplicado o
desconto de 10% apenas para o valor que ultrapassa os R$100,00. Considerando
que o desconto é de 10%, o cliente pagara 90% do valor ultrapassado mais 0s
R$ 100,00 que néo é aplicado o desconto, portanto 0,9 - (x —100) + 100 onde x-
100 representa o valor da compra que ultrapassa os R$ 100,00, satisfazendo a
segunda parte da funcéo.

d)f(x) ndo representa o comportamento real do desconto, pois, para
x>100, o valor dado representa apenas o desconto obtido.

e)f(x) ndo representa o comportamento real do desconto, pois, para
x>100, o valor do desconto é calculado sobre todo o valor total do produto.

No terceiro momento, serd introduzido e definido o conceito de raiz de uma

funcao afim.

Seja f uma funcéo afim definida de IR em IR, chamamos de zero da
funcao f, ou raiz da funcéo f o nimero real x tal que f(x)=0, ou seja todo numero
X, cuja imagem € nula, € raiz.

Assim, para determinarmos o zero da fungao afim, basta resolver a
equacao de 1° grau, ax + b = 0, que apresenta solugéo Unica x = %b (@a#0)

Graficamente, encontrar o zero da funcéo é encontrar o ponto em que a

funcao intercepta o eixo das abcissas.

0
g raiz da

funcao

Figura 33: Raiz da funcéo afim.

Fonte: Acervo dos autores.
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Para avaliar o entendimento dos alunos sobre este tema, sera requisitado que
eles encontrem a raiz das seguintes funcodes:

a) f(x) =49x — 12

b) g(x) == x + 20

Espera-se que os alunos encontrem facilmente as raizes, que sao

40

. 12
respectivamente: S e 3

Em seguida, os alunos serdo indagados sobre a letra d) do exercicio 02:

Resolucéao:

Seré apresentada a solucédo e a discutida com os alunos.

Para a ser raiz da funcéo € necessario que f(a) = 0.

f(@=f0+a)= f(0) + a’

fla)=f(a+0)= f(a) +0a= f(a)

N&o existe garantia que f(a)=0,

Analogamente para que k sejaraiz, f(k) deve ser 0.

f(k+0) = f(k)+0k = f(k)

f(O+ k)= f(0) + ak

Portanto, ndo € garantia que f(0)=0 e nem que k=0 ou a=0, ndo podendo

afirmar que a e k sado raizes da equacéo.

Por fim, no quarto momento, sera realizado uma discussao sobre a existéncia

da inversa de uma funcéo afim:

Dada uma fungéo f: A -> B.
Denotamos por f~! a inversa da funcéo f.

f~1:B -> A, é afuncdo que desfaz o que a funcéo f fez.

O dominio de f~1 é o contradominio da funcéo f.

O contradominio def~! é o dominio da funcéo f.
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a

fFOEH)) =x.

funcao inversa. Para obtermos a fungéo inversa seguimos 0s passos abaixo:

(y-b)

e escrevemos y = -——, ou ainda f~1(x) =

Uma caracteristica da funcao inversa é que:f ~1(f(x)) = x, assim como

Como toda fungéo afim é bijetora, temos que toda funcdo afim possui

1) Naequacdoy = ax + b, isola-se 0 x, isto é, ax =y — b e, portanto, x =

2) Normalmente, para escrever na forma mais usual, troquemos y por X
(x-b) (x-b)

a

y-9)

Em seguida seré feito o exemplo a seguir,

Exemplo 01: Encontre a inversa da funcao abaixo:

y=3x+9

Resolucao:
Subtraindo-se 9 de ambos os lados da equacao tem-se y - 9 = 3x,

Por fim, dividindo-se ambos os lados da equacdo por 3, obtém-se x =

_ (x-9)

Assim, f1(x) = .

Espera-se que os alunos, até esse ponto, tenham compreendido o conceito de

funcao inversa. Sera feito o grafico, no software geogebra, das funcdes f(x) =2x + 1 e

f@) =

-1 e s g ~ . ,
xT, nesse momento sera mostrado que o grafico da funcéo inversa e

simétrico, em relagdo a reta x=y, ao gréfico da funcdo f e sera frisado que tal

comportamento ocorre com qualquer funcdo afim. Espera-se que os alunos

compreendam tais propriedades sem muita dificuldade.
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Figura 34: Simetria entre funcéo e fungéo inversa.

Fonte: Acervo dos autores.

No ultimo momento da aula, para sintetizar os contetdos apresentados na aula,

os alunos serao convidados a resolver o seguinte exercicio,

Exercicio 05: (UNIOESTE - 2014) Suponhaque f € umafuncéao injetora cujo
dominio é o intervalo [a,b] € R. Definida a fungdo g, com dominio IR, por g(t) =
t.f(a) + (1 —t).f(b). Nestas condi¢cdes, podemos sempre afirmar que:

a) as raizes dafuncéo g séo f(a) e f(b).

b) adunicaraiz dafuncéo g € o numero complexo a+bi.

c) afuncdo g tem exatamente duas raizes reais.

d) afuncéo g possui as mesmas raizes que a funcéo f.

e) afuncado g possui uma unicaraiz real.

Espera-se que os alunos sejam capazes de relacionar todo o contetdo visto na
aula e que consigam resolver o exercicio sem muitas duvidas
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Resolucao:
Para encontrar as raizes de g, tem-se que g(t)=0, assim:

f(a).t+(1—-10t).f(b)=0

f(a).t+ f(b) — f(b).t =0

tlf(a) — f(b)] = —f(b)
__ )]
[f (@) — f(b)]
Assim, g possui uma Unica raiz, sendo ela real, pois, por f ser injetora,
f(a)#f(b).

Avaliacéo:
A avaliacdo serd realizada com base nas respostas dos questionamentos feitos
pelos professores durante a aula e nas resolucées obtidas pelos alunos nos exercicios

propostos.

3.2.1 Relatério Aula 2

No dia treze de marco de 2021, as 09 horas, iniciou-se os trabalhos praticos da
disciplina Metodologia e Prética de Ensino - Estagio supervisionado |, do Curso de
licenciatura em mateméatica da Unioeste-Campus Cascavel, com a atuacdo dos
discentes no Programa de acesso e permanéncia de estudantes da rede publica de
ensino em universidades publicas: um enfoque a area de matematica (PROMAT).
Estavam presentes na aula os académicos Gabriel Borghetti, Rafael Tech, Marcele
Cristine Assis e Thays Perin que ministraram a aula continuando o conteudo iniciado

na aula passada: Rela¢cdes e Funcdes.

A aula foi acompanhada na integra pela professora Fabiana Magda Garcia
Papani. A aula foi ministrada de modo virtual, utilizando a plataforma jitsi meet.
Observou-se que houve um nimero grande de alunos ausentes nesta aula, tendo em
sala apenas 18 alunos, uma grande diferenca se comparados com os da aula

passada.

Os académicos optaram por ministrar uma aula mais dinamica, com o intuito

de obter uma afinidade maior com os participantes. Para isso, foram utilizados
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softwares como:
. Powerpoint para a projecao do texto elaborado para a aula online;

. Whiteboard, que auxiliou na explicacdo, por possibilitar escrever
simultaneamente com o explicado, similar ao realizado no modo presencial, quando

se usa a lousa;
. Geogebra que permitiu trabalhar com graficos de maneira dinamica.

A aula foi iniciada com o conteudo de relacdo inversa e funcdo composta. No
decorrer da aula ocorreram poucas participacdes, ao todo quatro a cinco alunos
participaram por voz ou por chat. Acredita-se que por ter sido uma aula mais tedrica
com bastantes definicdes os alunos estavam mais focados em compreender o

conteudo.

De modo geral o plano de aula foi executado conforme planejado com algumas
ressalvas, pois ndo foi possivel abordar todo o contetdo programado, principalmente
pela ma distribuicdo do tempo no conteudo inicial, e diante disso se acumulou
contelido para a aula 03. Porém fora isso, ndo ocorreram grandes imprevistos que
contribuissem para uma mudanca drastica na execucdo da aula. Do conteddo
previamente planejado foi trabalhado: relacdo inversa, funcédo inversa, funcéo
composta, funcao afim, grafico de uma funcéo afim, classificacdo de uma funcéo afim
em crescente e decrescente, raiz de uma fungéo afim. O conteddo referente a inversa
de uma funcéo afim foram adequados para serem trabalhados na aula seguinte e 0
conteudo raiz de uma funcédo afim serad retomado por ter sido apresentado nos

instantes finais da aula comprometendo sua compreensao e espaco para duvidas.

Durante a aula procurou-se dar énfase em identificar o comportamento de uma
funcéo afim, além de classifica-la em crescente e decrescente. Além disso, durante
uma boa parte da aula foi retomado os conteudos da aula 1 para que o conceito de
inversa de uma funcéo ficasse bem claro para os alunos. Os exercicios propostos
nesta aula tinham como objetivo verificar se 0s alunos compreenderam 0s conceitos
de funcéo inversa, se eles sdo capazes de identificar e classificar uma funcéo afim em
crescente e decrescente, atraves do coeficiente angular, além de esbocar o grafico,
identificar os coeficientes lineares e angulares, assim como suas relagbes com o

gréfico da funcéo, e determinar a raiz da fungéo afim.

Pelo fato de as aulas serem remotas, 0s exercicios propostos em sala sao feitos
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juntamente com os académicos, ndo tendo um tempo exclusivo para o aluno tentar
resolvé-lo. Porém, sdo propostos exercicios para casa por meio de uma lista, que sera

corrigida na aula seguinte.

E importante ressaltar que alguns dos exercicios abordados durante o decorrer
da aula séo questdes de vestibulares anteriores da Universidade Estadual do Oeste
do Parana - UNIOESTE.

Conclui-se que a aula poderia ter sido aplicada de forma mais dinamica, de
forma a incentivar a participacédo dos alunos, esses detalhes estardo em mente para

melhorar as préximas aulas.

3.3 Plano de aula 3

Conteudo: Funcao quadratica
Objetivo geral: Introduzir a ideia de fun¢des quadraticas e suas caracteristicas.
Objetivos especificos: Ao se trabalhar com funcfes quadraticas, objetiva-se
qgue o aluno seja capaz de:
e Reconhecer uma funcdo quadrética.

e Compreender sua representacao grafica e sua forma algébrica.

Reconhecer o seu Dominio e Imagem.

Analisar uma funcao quadrética e determinar a sua concavidade a partir do seu
coeficiente dominante.
e Compreender o conceito de raizes de uma funcdo quadratica.

e Compreender diferentes métodos para encontrar as raizes.

Compreender os conceitos de Maximo e Minimo.

Tempo de execucao:

Um encontro de 2 horas e 30 minutos.
Recursos didaticos:
Softwares: Mentimeter, Microsoft Whiteboard, Microsoft PowerPoint, Jitsi.

Microfone e mesa digitalizadora.

Encaminhamento metodoldgico:
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No primeiro momento, os alunos serdo convidados a resolver o item “e” do

exercicio abaixo.

Exercicio 01: (UNIOESTE 2020 - Adaptado) Seja a um numero real

arbitrario. Suponha que f: IR = IR € uma fung¢éo que satisfaz
f(k+x) = f(k)+xa

para quaisquer x € IR e K € IR. Entao é correto afirmar que:

a)f é obrigatoriamente injetora?

b)Se a # 0, entdo f € uma fungao da forma f(x) = mx + n?

c)f é obrigatoriamente crescente?

d)f possui duas raizes reais nos pontos em que x =ae x = k.

e)f é uma funcéao da forma f(x) = ax* + mx + n, para algum m,n € IR?

Espera-se que os alunos percebam que ha diferenca entre a funcéo
apresentada na alternativa “e” e as fungdes trabalhadas até entdo. Em decorréncia,

sera definido o conceito de funcdo quadratica,

Uma funcéo f: IR—IR recebe o nome de fungéo quadratica ou funcéo do

2° grau quando associa a cada x € IR o elemento ax?+bx+c € IR, a, b, c € IR,

a#0. Isto é:
fIR = IR

X — ax?+bx+c

Na sequéncia, serd dado um exemplo de funcdo quadratica, onde os alunos
serdo convidados a identificar seus coeficientes.

Exempilo:

f(x) =2x2+ 3x + 5,

Em que,

a=2,b=3,c=5

Espera-se que os alunos compreendam o conteudo sem muitas duvidas. Na

sequéncia sera retomado e resolvido a letra e) do exercicio 01:

Resolucao:



47

e) A alternativa “e” esta incorreta. Uma fung¢ao nao pode ser afim e
guadratica ao mesmo tempo. Além disso, na funcéo quadratica precisa-se ter

um termo quadratico.

Em seqguida, sera trabalhado o grafico da funcdo quadratica no software
geogebra, utilizando como auxilio a ferramenta “controle deslizante”, objetiva-se
mostrar como a alteracdo dos coeficientes interfere em algumas caracteristicas do
gréfico. Dentre elas, sera mostrado que a funcdo sempre ser4 uma pardbola para
qualquer valor de a # 0 e que o coeficiente ¢, o termo independente, sempre sera a
interseccdo da parabola com o eixo y.

Sera mostrado que o coeficiente “a” interfere na concavidade da parabola e
ainda, a influéncia do coeficiente b ndo é tdo direta como as influéncias dos demais
coeficientes.

10

=
1
g
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-0 -8 -G -4 -2 o]

Figura 35:Controle deslizante fungdo quadratica com a>0.

Fonte: Acervo dos autores.
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a=-1F% 1a
I I I
h=-44
=]
I I I
cl=2.8
. :
f
2
-10 -8 & -4 2 0
-2

Figura 36: Controle deslizante fung¢éo quadréatica com a<0

Fonte: Acervo dos autores.

Com isso, sera formalizado as mudancas realizadas no grafico da funcao

quadratica quando se altera o valor de a # O:

Se a > 0, a concavidade da pardbola esta voltada para cima.

Se a < 0, a concavidade da parabola esta voltada para baixo.
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2

f(x)=ax“+bx+c

a=»0

Figura 37: Grafico de uma funcdo quadratica com a>0.

Fonte: Acervo dos autores.

: 2
f(x)=ax“+bx+c
1 a<0
-2 -1 o 1 2 3 4 5 [+

-3

;

Figura 38: Gréfico de uma funcdo quadratica com a<0.

Fonte: Acervo dos autores.

Espera-se que os alunos compreendam o contetdo e tenham capacidade de
identificar as caracteristicas da funcdo quadratica.
Dando continuidade a aula, sera resolvido o exercicio abaixo, que servirh como

introduc&o ao conceito de raiz da funcao quadratica.
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Exercicio 02: (UNIOESTE, 2016) Se (xo,x1) € (yo, y¥1) S&0 0s pontos onde
os graficos de y= x*+ 5x — 14ey = 4x — 2 se interceptam, entdo €

CORRETO afirmar que a = xo + yoe b = x; + y; séo

d)3 e 4.
e)-22 e 13.

Resolucéao:

Os pontos de interseccao entre duas funcdes, sédo os valores de x ey que
satisfazem simultaneamente as duas fun¢cdes. Podendo ser obtidos igualando
as expressfes que estabelecem as leis de formacdo das funcdes, isto é,
resolvendo a equagao:

x*+5x—14 = 4x—-2 = x*+x-12=0

Ao chegar em uma equacédo quadratica, espera-se que 0s alunos apresentem
duvidas na continuidade do problema, assim, sera comentado que, similar ao caso da
funcdo afim, serd necessario encontrar os valores de x para 0s quais x2+x-12=0, ou
seja, encontrar as raizes da funcéo(x)= x2+x-12. Uma funcao quadratica possui duas
raizes, sendo elas:

— Ambas s&o reais e distintas.

— Ambas sdo reais e iguais.

— Ambas sao raizes complexas.

Além disso, tem-se que, graficamente, as raizes da funcdo do segundo grau
s&0 0s pontos em que a parabola — a forma grafica da funcdo quadratica — corta o eixo
X, OU O eixo das abscissas.

Na sequéncia, pelo whiteboard, sera explicado o método de completamento de
quadrados para encontrar as raizes de uma funcdo do segundo grau, utilizando os

exemplos a sequir,

01. x2+x-12=0:
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Figura 39: Exemplo 1: Completamento de quadrado.

Fonte: Acervo dos autores.

Sera utilizado uma representacao grafica de x2+x (Figura 39), observa-se que

0 maior quadrado, de lados com medida x, tem area x2. Cada retangulo, de lados com
. 1 . . z
medidas x (comum ao lado do quadrado) e - tem area de medida ’2—6 Somando a area
dos dois retangulos tem-se area x. E notavel que falta um pequeno quadrado para que

possa ter um quadrado perfeito. O quadrado que falta ser adicionado tem lado %

A P ;1 p .
(comum com o lado do retangulo), portanto sua area é " O que sera somado nos dois

membros dessa equacdo. ApGs realizada a soma, obtém-se um quadrado perfeito

(Figura 40). Esse procedimento recebe o nome de completar quadrados.

Figura 40: Quadrado completado.

Fonte: Acervo dos autores.

Ao analisar algebricamente temos que.
x4 =12+ -

4 4
Agora pode-se escrevé-lo na forma de produto notavel:
(x + %)2 = ‘:—9 e resolvendo tem-se:

2 2
(x+3) =)
2 2

17 1
X+-=-oux+-=—
2 2 2 2
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O mesmo procedimento sera repetido para uma funcao quadratica com apenas
uma raiz pois representa um trinébmio quadrado perfeito e para uma funcéo quadratica

sem raizes reais para introduzir a ideia dos nimeros complexos.

02. x2+6x+9=0:
x> 4+ 6x +9 =0=x*+ 6x = -9
x> +23x+9 =-9+49
x+3)(x+3) =0
(x+3)*=0
x+3=0

x=-3

03. 2x2+6x +9 =0:

2x* + 6x +9 = 0= 2(x* + 3x +§)=O,com02¢Oentéo

9
(x2+3x+§)=0

I
X x—2
S A
Ty T Ty
N
(37 ==
2oy 221 e = 1 yED. P
xhs =% | =% (1) = /D [;
+ (i).=
x= 1)

Espera-se que os alunos apresentem duvidas acerca da existéncia de raizes
negativas e da notacdo apresentada. Neste momento, sera definido o conjunto dos

nameros complexos:
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Chama-se de niamero complexo, um numero da forma a+bi em que a,b

€ R e sendoi =+/—1. Chama-se i de unidade imaginaria.

Por fim, serd explicado o método de Bhaskara por meio do completamento de
quadrados:

Tomando a funcgéo ax? + bx + ¢ = 0 e colocando o termo “a” em evidéncia tem-

se a(x2+%x+§) =0 como a#0, entdo tem-se que x2+%x+§ =0, que é

. b
equivalente ax® + = = — =<
a a
, - ~ g b
Sera utilizado uma representacgdo grafica de x* + f onde observa-se que 0
maior quadrado tem lado x pois, sua area € x2 e cada um dos retangulos tém lados x

b : . : . b .

e, considerando que um lado € comum ao quadrado maior e o outro lado é — Pois,
. . A bx ..

somando a area dos dois retangulos tem-se — O quadrado que falta ser adicionado

A . < by,
tem lado comum com o retangulo portanto sua area é (Z) e, portanto, somando nos

dois membros dessa equacédo tem-se:

L bx b b,
x a (Za) T a (Za)
+ bye _ 4ac + i
(x Za) B ac 4q?
2 i g+ B
x 2a ac 4q?
b 2
= —— + |—4ac +—
2a ac -|_4a2
. (=b + V1) , (=b— 1)
= " oux' =———=
2a 2a

Sendo A = b? —4ac

Acredita-se que os alunos tenham duvidas no desenvolvimento da formula de

bhaskara, mas que consigam compreender conforme a explicacéo for continuada. Na

sequéncia, sera comentado acerca das influéncias que o A tem no numero de raizes

da funcao, isto é,

1) Se A >0, a equacéao apresenta duas raizes distintas.

2) Se A =0, a equagao apresenta duas raizes iguais.
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3) Se A <0, tem-se YA ¢ R isto é, um nimero complexo, entdo a equacéo nao
apresenta raizes reais, porém, duas raizes complexas.
Na sequéncia, por meio de imagens, serdo mostrados os seis diferentes casos

que se pode obter na fungcéo quadrética:

Eixo de Simetria

IR INNANNNNNN NN A A R AR RN N .

Figura 41: Gréafico de uma fungao quadratica com a>0 e A>0

Fonte: Acervo dos autores.

Eixo de Simetria

|| Opmmmmmmm e — e —————————————

Figura 42: Gréafico de uma fungao quadratica com a>0 e A=0.

Fonte: Acervo dos autores.



Eixo de Simetria

Figura 43: Gréafico de uma funcdo quadratica com a>0 e A<O0.

Fonte: Acervo dos autores.

a<0

A=0

Eixo de Simetria

L T R

Figura 44: Gréafico de uma funcao quadratica com a<0 e A>0.

Fonte: Acervo dos autores.

55
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Eixo de Simetnia

Figura 45: Gréfico de uma funcdo quadratica com a<0 e A=0.

Fonte: Acervo dos autores.

=7 s -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

a<0 v
A<

Eixo de Simetri

e - i

Figura 46: Gréafico de uma funcao quadratica com a<0 e A<O0.

Fonte: Acervo dos autores.

Espera-se que os alunos compreendam 0S casos acima e que consigam
distinguir cada uma de suas particularidades. Sera voltado ao exercicio 02 para

terminar sua resolucéo e representar graficamente suas equacoes:
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Resolucao:

x*+5x—14=4x-2 > x*+x—-12=0
A=1*—-4(-12)1 =49

_(F1-7D

Xo=——7F =

Yo=(—4)>+5(-4) —14== y, = —-18

_(=1+7)

Xy =——p =

y1=3°+5.3-14 > 10

Assim,a=—-4+(-18)=-22eb=3+10=13

—4

3

Graficamente é possivel analisar que os valores encontrados sdo os
pontos A=(3,10) e B=(-4,-18), que representam as interseccdes das duas

funcoes.

15

10

Figura 47: Interseccao entre uma funcéo afim e uma fungéo quadratica.

Fonte: Acervo dos autores.

Espera-se que o0s alunos compreendam os conteldos apresentados e

consigam resolver situacoes similares.
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ApoOs trabalhar com a formula de Bhaskara serd apresentado a soma e o

produto das raizes (relacfes de Girard),

, ;. -b
e A soma de duas 2 raizes é igual a: —

—b+vA -b-VA_-2b b

2a 2a 2a

c
e A multiplicacdo de 2 raizes € igual a:;,

—b+VA —b—VA b?*—-A b?—[b?—4ac] b*—b*+4ac 4ac
2a  2a 4a? 4q? B 4q? T 4q2

c
a

Apos definidas as relacdes de Girard, sera apresentado alguns exemplos com

0 intuito de fixar o conteddo e sanar dividas.

1. x2-7x+10

Assim, a pergunta a ser feita €: quais sdo 0s numeros que somados resultam 7

e multiplicados resultam em 107

-7
r1+r2= —(T):7
10
r1:ry= T—lo

Entdor, =2enr, =5

2. X2+6x+9

Assim, a pergunta a ser feita é: quais sdo 0s nhumeros que somados resultam -

6 e multiplicados resultam em 9?
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Entdor, = -3 er, = -3

3. 3x2+24x+45

Assim, a pergunta a ser feita é: quais sdo os numeros que somados resultam -
8 e multiplicados resultam em 157

—24
r1+r2=(3 )=—8
_4-5 15
ry-Tz = 3
EntaO = _3 e T, = _5

Além disso, serd utilizado o conceito de raiz para comentar sobre a fatoracéo
da funcdo quadratica:

Dada a funcdo f(x) = ax* + bx + c com raizes r; e r,, podemos escreveé-
la na forma:

f(x) =alx —r)(x —1)

Casor, =r,,entdotemos que f(x) = a(x —r)(x — 1) = alx —r)(x —

n) = a(x —1)?

Ser4d usado os mesmos exemplos anteriores para escrever as funcdes
quadraticas na sua forma fatorada:
1. f(x) =x*—7x+ 10 comraizesr, =2 er, =5 naforma fatorada é (x-2)(x-5)

2. f(x)=x*+6x+9 com raizes r, =-3 e r, = —3 na forma fatorada é
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(x+3)(x+3)
3. f(x) =3x*+ 24x + 45 com raizes r, = -3 e r, = —5 na forma fatorada é

3(x+3)(x+5)

Dando continuidade ao conteldo sera definido o conceito de vértice da

parabola da seguinte maneira,

OpontoV = (;—2,;—2), chamado de vértice da parabola - grafico da funcéo
do segundo grau - € o ponto de maximo absoluto ou de minimo absoluto da
funcao, ou seja, 0 maior ou 0 menor valor que a funcdo pode assumir em todo
0 seu dominio.

° Se a concavidade for voltada para baixo, a funcéo
apresenta ponto de maximo absoluto.
° Se a concavidade for voltada para cima, a funcéo

apresenta ponto de minimo absoluto.

Na sequéncia sera mostrado as imagens abaixo para ilustrar os possiveis

casos de ponto de minimo ou maximo.
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Figura 48: Vértice de uma funcéo quadratica com a>0.

Fonte: Acervo dos autores.
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Figura 49: Vértice de uma funcdo quadréatica com a<0.

Fonte: Acervo dos autores.
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Espera-se que os alunos sejam capazes de identificar se a funcédo quadratica

possui ponto de maximo ou minimo.

Os alunos serdo convidados a resolverem o exercicio abaixo,

Exercicio 03: (UERJ - 2016) - Observe a funcéo definida por:
f(x) =x* —2kx + 29,parax €ER

Se f(x) = 4, para todo namero real x, o valor minimo da funcéo f € 4. Assim, o

valor positivo do parametro k é:

a)5
b) 6
c) 10
d) 15

Espera-se que os alunos consigam compreender o exercicio e cheguem a

resolugéo:

Como o coeficiente “a” da funcao é positivo, seu grafico sera uma

paradbola com a concavidade voltada para cima. Logo, o vértice da parabola sera

o0 ponto em que o valor da funcdo é minimo. No enunciado é informado que o
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valor minimo € igual a 4, ou seja, que o yv=4. Sendo assim, sera usado a
expressédo do yv para calcular o valor do parametro k.
((—2k)? — 4.1.29)
4.1
(4k* — 116)
4
16 = —4k* + 116
4k* = 100

4 =

4 =

k=vV25=+5

Em seguida sera questionado se € possivel obter a funcao inversa da fungéo
quadratica. Acredita-se que o0s alunos respondam que sim e diante disso, sera
reforcado que para uma funcdo possuir inversa € necessario que ela seja bijetora.
Utilizando o software Geogebra, sera feito o grafico da funcao f(x)=x2 (Figura 51) e
novamente os alunos seréo questionados se € possivel encontrar uma funcéo inversa
da funcdo quadratica e espera-se que a resposta seja negativa, considerando que a

funcdo quadratica nao € bijetora.
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Figura 50: Grafico da funcéo x2.

Fonte: Acervo dos autores.

Sera dada a continuidade a explicacdo, de forma que, sera limitado o dominio
e 0 contradominio para os reais positivos onde, serd mostrado que fazendo isso, a
funcdo torna-se bijetora e assume inversa. Em seguida, serd encontrada a lei de

formacdo da funcéo inversa e sera apresentada graficamente (Figura 52).
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o f 1 2 3 4 5

Figura 51: Gréfico parcial da funcéo x2.

Fonte: Acervo dos autores.

Continuando a apresentacédo do contetdo, sera utilizado o método de Bhaskara
para desenvolver a equacao abaixo:

b\* b? b\* (4ac —b?)
2 _ il _Z\= el - -/
f(x) =ax*+bx+c a(x+2a) +<c 4a> a(x—l—za) + ia

fx)=a(x+m)®> + n
b2

= —e¢e = 4 -
M= g O T M T

Com isso, pode-se tirar que:

e Quando m for positivo a parabola se desloca (a partir do zero) m unidades para
o lado esquerdo.

e Quando m for negativo a parabola se desloca (a partir do zero) m unidades
para o lado direito.

e O valor de n significa a quantidade de unidades que a funcao se desloca para

cima ou para baixo, dependendo se 0 m é positivo ou negativo.

Para facilitar a compreenséo, sera feito um exemplo utilizando o software

Geogebra (Figura 53):

1. f(x)=2x*+8x—9
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fx) = 2(x2+4x—§>

9
2[(x +2)2 — 4 —1]

2
, 17

2[(x +2)* = ]

2(x +2)2— 17

Nesse caso,m = 2en = —17.
Ou seja, o grafico da funcéo f(x)= 2x2+8x-9 sera deslocado 2 casas para o lado

esquerdo a partir do zero e se deslocara 17 casas para baixo.

2 4 ] 8 10 12 14 16 18 20 22

Figura 52: Gréfico da fungdo 2x2+8x-9.

Fonte: Acervo dos autores.

Por fim, no tltimo momento da aula, os alunos serdao convidados a resolverem

0S seguintes exercicios,

Exercicio 04:(UFRGS - 2011) - O gréafico do polinbmio de coeficientes reais

p(x) = ax?® + bx + c estarepresentado abaixo:



66

Figura 53: Grafico de uma funcdo quadratica com concavidade para cima.

Fonte: Acervo dos autores.

Com base nos dados desse grafico, € correto afirmar que os coeficientes
a, b e c satisfazem as desigualdades.
a) a>0;b<0;c<0.
b) a>0;b<0;c>0.
c) a>0;b>0;c>0.
d) a>0;b>0;c<0.
e) a<0;b<0;c<0.

Espera-se que os alunos consigam aplicar os contetdos vistos anteriormente
e compreendam a resolucgéo:

Com base no que se sabe até agora, como a concavidade é voltada para
cima, tem-se que a é positivo, como a parabola corta o eixo y em um ponto
negativo, tem-se que ¢ € menor que zero, e como a parabola esta deslocada a

direita da origem tem-se que b € negativo. Logo a resposta é a alternativa a.
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Exercicio 05: (UNIOESTE, 2019) Em um determinado pais, o imposto de renda |
€ calculado sobre arenda R de um cidadao segundo a seguinte formula: 1=Rt-D,
ondet é uma taxa ou porcentagem e D é um valor a deduzir. Os valores dete D
variam de acordo com valor da renda do cidadéo, conforme a tabela a seguir,

expressa em unidades monetérias do pais.

Faixa de Renda (R) @ Taxa a ser aplicada (t) Deducao (D)
0 <R <3.000,00 0 0
3.000,00 =R 0,1 300,00
<5.000,00
5.000,00 =R 0,2 800,00
<10.000,00
R = 10.000,00 0,25 1.300,00

Figura 54: Imagem de tabela de imposto de renda.

Fonte: UNIOESTE - Prova da Segunda Etapa (Tarde). [S. I.], 2019. Disponivel em:
https://www.unioeste.br/portal/images/ingresso/vestibular2019/gabarito-

provas/provasdasegundaetapa-tarde.pdf- Acesso em: 23 fev. 2021.

Sobre o imposto | como funcédo da renda R de um cidadao deste pais, é
CORRETO afirmar:

a)um cidaddo que tem uma renda inferior a 3.000,00 paga 300,00 de
imposto de renda.

b)Qualquer cidadao cuja renda R é tal que 3.000,00 < R <5.000,00 paga o
mesmo valor de imposto de renda.

c)Quanto maior a renda do cidaddo, menor sera o valor do imposto de
renda a pagar porque a deducao € maior.

d)Um cidadéo, cuja renda é de 8.000,00, gasta efetivamente 10% do seu
salario com imposto de renda.

e)A funcéo I=I(R) € uma funcédo definida por partes, constante em cada

parte.

Espera-se que os alunos consigam aplicar os conteudos vistos anteriormente

e compreendam a resolucdo:
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a)um cidaddo com renda abaixo de 3000 R$ ndo paga imposto de renda.
b)Nesta faixa, o imposto é varidvel de acordo com arenda.

c)Mesmo com a deducao o imposto de renda aumenta conforme a renda.
d)I=Rt-D=8000.0,2-800=1600-800=800R$, logo a afirmacgéo é verdadeira.

e)A funcéo nado é constante em cada parte (nem no geral), € crescente.
O seguinte exercicio serd proposto como exercicio de casa:

Exercicio 06 - (UNIOESTE - 2017) A funcao definida por f(x) = a(x — 1)* + b(x —
1) + ¢, onde a, b e c sdo constantes reais, representa quanto José tinha em sua
carteira ao final de cada um dos ultimos 31 dias. Assim, x € um numero natural
tal qual 1 < x <31 e f(x) é o valor, em reais, que José tinha em sua carteira no
final do dia x. Da mesma forma, a funcdo g(x) =mx+mn onde m e n séo
constantes reais, representa quanto Paulo tinha em sua carteira ao final de cada
um dos ultimos 31 dias. Sabe-se que no final do primeiro dia, José e Paulo néo
tinham dinheiro em suas carteiras. No segundo dia, Paulo tinha R$7,00. No dia
16, José tinha R$120,00. No dia 31, José ndo tinha dinheiro em sua carteira.
Com base nestas informagdes, é correto afirmar que:

a)Ao final do dia x, a soma dos valores que José e Paulo tinham nas
carteiras é § = ;—E(x— 1)% + 23(x—1).

b)Ao final do dia 18 José tinha R$5,00 a mais que Paulo.

c)A expressao da funcdo que representa a soma dos valores que José e
Paulo tem na carteira no dia x € um polinédmio de grau 3.

d) f(x) = —x* + 32x — 31.

e)Paulo nunca teve em sua carteira um valor maior do que José.

Espera-se que os alunos consigam aplicar os conteudos vistos anteriormente

e cheguem a uma resolucgao:

Inicialmente sera observado que nessas fungfes o dominio € definido nos
naturais e no intervalo [1,31], logo sera obtido um grafico de pontos no plano

cartesiano.
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José: f(x) =a(x—1)*+b(x—1)+c

Paulo: g(x) =mx+n

Para descobrir os valores reais a, b, ¢, m e n serd usado as informacdes:

Primeiro dia, José e Paulo ndo tinham dinheiro em suas carteiras.

José0=a(1-1)?+b(1-1D+c=>c=0> f(x)=a(x—-1)>+b(x—1)

Paulo:0=ml4+n =>n=-m= gx)=mx —m

Segundo dia, Paulo tinha R$7,00.

gx)y=mx -m=7=2m-m>7=m = gx)=7x -7

Dia 16, José tinha R$120,00.

fX)=a(x—1)*+b(x—-1) > 120=a(16 —1)>* + b(16 —1) > 120 =

a(15)? + 15b (01)

Dia 31, José ndo tinha dinheiro em sua carteira.

0=a(31-1)2+b(31-1)=a(30)2+30b=0=30b=-9

= b=-30a

Consegue-se obter o b em funcdo de a, entdo pode-se substituir na
equacao (01)

120
120 = 15.15a +15(-30a) = 120 = 15a(15-30) = —-=15a = -8

=15a=> a = 15
Como b=-30a = b=16
Conclui-se que as funcdes que descrevem a quantidade de dinheiro que
José e Paulo tém ao final de cada dia € respectivamente.

-8
f(x) = E(x— 1) + 16(x—1)

gx)=7x =7 = gx)=7(x—-1)

Além disso, com base nos conteudos vistos em aula, espera-se que 0s alunos

sejam capazes de analisar as alternativas da seguinte forma:

a)Ao final do dia x, a soma dos valores que José e Paulo tinham nas

carteiras é S



70

f(x)+ gx) =I—§(x—1)2 +16(x—1) + 7(x—1) =

_8 5
= 1—5(x—1) +23(x—1)

b)Ao final do dia 18 José tinha R$5,00 a mais que Paulo.
Como a funcdo de José é uma parabola com a <0, possui valor maximo. De
acordo com o enunciado, como nos dias 0 e 31 ndo ha dinheiro na carteira, entdo
sdo os pontos que zeram a funcédo, ou seja, suas raizes sdo x=0 e x=31. Por
conta da simetria do grafico da funcdo quadrética (paradbola) o valor maximo é
assumido quando o x=16. No intervalo de [0,16) a funcdo cresce, portanto o
dinheiro de José aumenta. No intervalo (16,31] a funcéo decresce, portanto o
dinheiro de José diminui. Ao calcular o valor maximo, encontra-se que 0 maximo
gue José teve na carteira foi de f(16)=R$120,00.

No dia 18, substituindo-se na g(x), encontra-se que Paulo tinha R$119,00
na carteira. Logo, é impossivel que José tenha 5 reais a mais que Paulo, pois a
funcdo assumida para o valor que José tem nacarteira € decrescente no instante
18, e assumira um valor menor que R$120,00. Portanto é

C)A expressédo da funcédo que representa a soma dos valores que José e
Paulo tem na carteira no dia x € um polinémio de grau 3.

Nao, pois a soma apresentada na alternativa “a” e a soma de um

polindmio de grau 2 com um polinédmio de grau 1, serd& no maximo um polinémio
de grau 2. Na funcao definida na alternativa “a” para a soma é ;—:(x -1)% +
23(x — 1), que possui grau dois, pois seu expoente de maior valor € 2.

d) f(x) = —x*+32x—31. Ndo ¢ verdade, pois f(x)= ()(x—1) +
16(x —1).

e) Paulo nunca teve em sua carteira um valor maior do que José.

N&o, pois a fungdo assumida para o valor que Paulo tem na carteira & do
primeiro grau é crescente, portanto, o maior valor no intervalo [0,31] é no

instante 31: f(31) =7(x—1) = 7(31 —1 = 210). E como visto na alternativa “b”,

o valor maximo que José pode possuir na carteira € R$120,00.

A escolha de apresentar a analise das alternativas, tem o objetivo de revisar os
conceitos apresentados até entdo e compreender o que os alunos ja sabem sobre

soma de polindmios, conteudo a ser abordado na préxima aula.
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Na alternativa “b”, optou-se por sintetizar o que foi trabalhado sobre funcao
quadratica. A forma apresentada possui uma analise diferenciada, que diminui a
dificuldade das operacdes e aborda diferentes conteddos que pode auxiliar os alunos
a responder de forma mais préatica e rapida, contribuindo no seu desempenho em
vestibulares futuros.

Na alternativa “e”, realizou a revisao dos conceitos da fungao afim, ao analisar

a funcao apresentada na questao.

Avaliacao:
A avaliacdo sera realizada durante a aula com base nas respostas dos

guestionamentos feitos pelos professores durante a aula.

3.3.1 Relatério Aula 3

No dia vinte de marco de 2021, as 09 horas, iniciou-se a terceira aula do
Programa de acesso e permanéncia de estudantes da rede publica de ensino em
universidades publicas: um enfoque a area de matematica (PROMAT), oferecido pelo
curso de Licenciatura em matematica da Unioeste - campus de Cascavel. A aula foi
ministrada pelos académicos Gabriel Borghetti, Rafael Tech, Marcele Cristine Assis e
Thays Perin, onde trabalharam os contetudos de funcdo afim e funcédo quadratica. A
aula foi acompanhada na integra pela professora Pamela Goncalves. A aula foi
ministrada de modo virtual, utilizando o aplicativo jitsi. Observou-se que houve uma
queda no namero de alunos presentes na sala ao comparar com as aulas anteriores,
mais precisamente, 15 alunos participaram da aula.

Nesta aula, os académicos optaram por realizar uma aula dinamica de modo
que o rendimento da aula melhorasse, considerando que os conteudos da aula
anterior ndo foram inteiramente concluidos. Para isso utilizou-se os softwares:

. Powerpoint para a projecao do texto elaborado para a aula online;

. Whiteboard, que auxiliou na explicagdo, por possibilitar escrever
simultaneamente com o explicado, similar ao realizado no modo presencial, quando

se usa a lousa;
. Geogebra que permitiu trabalhar com graficos de maneira dinamica.

O inicio da terceira aula deu-se por meio da resolucdo de questdes que 0s
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académicos deixaram na lista de exercicios da aula anterior, a partir deste, foi
relembrado sobre o contetdo de funcao afim trabalhado na aula anterior. Em seguida,
foi dado prosseguimento no conteudo, trabalhando sobre "raiz de uma fung&o afim”.
Foi apresentado exemplos da expressdo algébrica da funcdo afim e seu
comportamento gréafico. Foi possivel observar que os alunos compreenderam o

exercicio, considerando que interagiram bastante e sanaram suas duvidas.

A apresentacao inicial do conteudo de raiz de funcdo afim foi realizada através
de um exercicio, em seguida o contetdo foi formalizado. O exercicio inicial utilizado
foi resolvido, bem como outros exercicios. Foi possivel observar que os alunos
compreenderam com facilidade o conteldo apresentado, interagindo sempre que
solicitado pelos académicos. Porém, notou-se que os alunos tiveram dificuldade em
compreender e identificar as raizes no grafico, essas duavidas puderam ser

esclarecidas, utilizando-se o software Geogebra.

Quando foi trabalhado sobre fungdes inversas, os académicos optaram por
utilizar um exemplo do primeiro grau, no qual a inversa foi identificada e seu grafico
foi demonstrado no software Geogebra. Foi explicado sobre a simetria em relacdo a

reta x. Observou-se que os alunos compreenderam o conteddo apresentado.

De modo geral o plano de aula foi executado conforme planejado, pois nao
ocorreram grandes imprevistos que contribuissem para uma mudanca drastica na
execucdo da aula. Do conteudo previamente planejado foi trabalhado: funcbes
qguadraticas, concavidade e comportamento de uma funcéo quadratica, raiz de uma
funcdo quadrética, completamento de quadrados, método de Bhaskara, relacbes de
Girard e fatoracdo de uma funcdo quadrética.

Um fato importante a se mencionar, € o fato de que no momento que 0s
académicos apresentaram a formula de Bhaskara, um aluno comentou “até hoje
nunca tinha entendido a formula delta”, e nesse momento os alunos explicaram que o

delta ndao é uma féormula e sim uma forma de abreviar escrita.

Acredita-se que os alunos compreenderam e entenderam o contetdo aplicado
considerando que teve grande participacdo, verbalmente e por escrito no chat. Houve
comentarios que demonstraram o interesse e o desenvolvimento dos alunos no

decorrer da aula.

Pelo fato de as aulas serem remotas, 0s exercicios propostos em sala sao feitos
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juntamente com os académicos, ndo tendo um tempo exclusivo para o aluno tentar
resolvé-lo. Porém, sdo propostos exercicios para casa por meio de uma lista, que sera

corrigida no decorrer das aulas.

E importante ressaltar que alguns dos exercicios abordados durante o decorrer
da aula séo questdes de vestibulares anteriores da Universidade Estadual do Oeste

do Parana - UNIOESTE e de outros vestibulares.

Portanto é possivel concluir que a aula foi produtiva e satisfatéria, atendendo
as expectativas pois, de todo contetdo programado pelos académicos, apenas um
néo foi possivel concluir, utilizaremos este exercicio para dar inicio na proxima aula.

Acredita-se que o conteudo apresentado foi compreendido pelos alunos.

3.4 Plano de Aula 4

Conteudo: Polindbmios.
Objetivo geral: Apresentar o conceito de polindbmio e suas propriedades.
Objetivos especificos: Ao se trabalhar com polinbmios, objetiva-se que o
aluno seja capaz de:

e Identificar um polinémio.

e Compreender conceitos basicos de um polinémio.

e Definir o grau de um polinémio.

e Compreender a soma, subtracdo, multiplicacdo e divisdo polinomial.

e Fatorar um polinémio.

e Identificar e encontrar as raizes de um polinébmio

Tempo de execucao:

Um encontro de 2 horas e 30 minutos.
Recursos didaticos:
Softwares: Mentimeter, Microsoft Whiteboard, Microsoft PowerPoint, Jitsi.

Microfone e mesa digitalizadora.

Encaminhamento metodologico:
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No primeiro momento, sera mostrada a imagem abaixo para os alunos e 0s
seguintes questionamentos serdo feitos: “Quais sdo as medidas dos lados do
retangulo? E a sua area?”, “Quais s&o as medidas dos lados do cubo? E seu volume?”

e “Quais sao as medidas dos lados do paralelepipedo? E seu volume?”

(x+3)

(c+d)

Figura 55: Representa¢éo retangulo, cubo e paralelogramo.

Fonte: PIRES, Vanessa da Silva. Aula de Polinémios, p. 3. Disponivel em:
http://matinterdisciplinar.pbworks.com/w/file/fetch/88827266/Plan0%20de%20aula%20polin%C3%B4
mios.pdf. Acesso em: 25 fev. 2021

Espera-se que os alunos consigam compreender com facilidade as
informacdes pedidas sobre cada figura, e assimilem que,

a) A primeira figura € um retangulo de dimensées x e (x+5). Portanto sua area
sera x2+5x.

b) A segunda figura € um cubo com arestas de medida x. Seu volume sera x3.

c) A terceira figura € um paralelepipedo, com arestas de medidas, (x+4) e x.
Seu volume é x3+4x?2

Espera-se que os alunos consigam relacionar a area e o volume das formas
com um polinémio. Essa discussao sobre areas e volumes das figuras sera utilizada

para definir fungéo polinomial,

Chama-se de funcéo polinomial a toda:
f. IR—-IR
x> P(x) = apx™ + an_x™" M. tax + aq
em que,
n: nimero inteiro ndo negativo
Veja o exemplo:
P(x)=3x*—2x>+0x*+7x + 8
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Uma funcdo polinomial que ndo possui as operacfes de adicdo e
subtracdo € denominada fungdo monomial ou monémio.
Chamamos de polindbmio nulo, o polinémio x - P(x) = a,x™ +

Ap_1 X" . +ax + ag emque a,, ap_q,...,a9 = 0

Na sequéncia, sera definido o grau de uma funcdo polinomial da seguinte

forma,

Seja f = ay + a;x + ayx*+...+a,x™ um polinémio ndo nulo. Chama-se
grau de f, e representa-se por of ou gr f o numero natural p tal que a, # 0 e
a;=0 para todo i>n, ou seja,

df=nea,#0eq;=0Vi>n

Na sequéncia os alunos serdo convidados a responder qual o grau das

seguintes fungdes polinomiais:

P(x) =90x + 1

G(x) =2x*+2
H(x)=3x*+3x+6

B(x) = 56x3 + 44x? + 56x + 67
K(x)=x3+3

D(x) = 13x” + x* + 8x + 53

Resolugcdo: dP=1;06=2;0H=2;0B=3,;0K=3e0dD =7

Espera-se que os alunos consigam responder corretamente todos o0s
exemplos, sem duvidas. Caso ocorra alguma resposta ndo esperada, serd novamente

explicado o conceito de grau. Em seguida, sera proposto o exercicio abaixo:

Exercicio 01: (lezzi) Determine o grau do seguinte polinémio:
f=-x+ (x+2)* — 4x

Resolucéao:
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Espera-se que os alunos desenvolvam o termo (x+2)2 e percebam que o
grau deste polindmio € 0. Caso seja recebido respostas diferentes de 0, sera
explicado o desenvolvimento do termo (x+2)2.

Ao expandir o termo (x + 2)% encontra-se (x +2)*= (x+2)(x+2) =x*+
2x +2x+4. Assim,

fX)= —x*(+x* + 4x + 4) — 4x
Ao simplificar os termos semelhantes, tem-se:
f(x)=4
E, portanto, a fung¢éo possui grau 0.
ApoOs a resolucdo do exercicio sera definida a igualdade entre dois polinbmios

como,

Sejam f(x) = ag + a;x + azx*+...+a,x" e g(x) = by + byx +
b,x*+...+b,x"

Diz-se f e g sdo iguais (ou idénticos) quando ay=b,y,a,=by,...,a,=b,

Apoés isso, 0s alunos serdo instigados a resolverem, juntamente com o0s

professores, 0s exercicios abaixo:

Exercicio 02: (lezzi - Adaptado) - Dados os polinémios f(x) = 2x*+3x+1 e

g(x) = (-d)x*+ (3e)x+ 1 encontre d e e para que f sejaigual a g.

Resolucao:

Sera chamada atencao dos alunos para o fato de que, pela definicdo de
igualdade de polindmios, os termos que acompanham x,x?%,x3, x® devem ser
precisamente iguais. Ou seja, € preciso que: 2=-d e 3=3e.

Logo,d=-2¢ee=1.

Espera-se que neste exercicio fique claro o conceito de igualdade de
polinbmios. Sera dado foco na definicdo, onde se deve ter exatamente 0s mesmos

termos acompanhando x, x2, ..., x".
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Exercicio 03: (EducaMaisBrasil - Adaptado) - Seja os polindmios A(x) =
-2x* + 5x- 2 e B(x) =-3x®> + 2x- 1. Encontre o polindmio C(x) = A(x) —
B(x).

Resolucéao:
C(x)=A(x)—B(x)=-2x* + 5x-2 + 3x* — 2x + 1
=-2x>+3x +3x3-1=3x3-2x+3x-1

Espera-se que com esse exercicio, 0os alunos tenham compreendido o
conteudo proposto até o momento. Acredita-se que o0s alunos serdo capazes de
resolver o exercicio sem que a definicdo de soma e subtracdo tenha sido propriamente
apresentada. Apenas ap0s a sua resolucdo que os conceitos serdo definidos da
seguinte forma,

Para efetuarmos a adicao e subtracdo de polin6mios devemos agrupar
termos semelhantes. Um termo € considerado semelhante a outro, quando
possui a mesma parte literal.

Por exemplo:

1. -7z é semelhante a 100z, pois possui a mesma parte literal que é z.

2. 3x2 é semelhante a x2, pois possui a mesma parte literal que é x2.

Apés trabalhar o conteido de soma e subtracdo de polinbmios, a proxima
operacdo a ser trabalhada serd a multiplicacdo. Desta forma, serd apresentada a
definicéo,

Para realizarmos a multiplicacdo de polindbmios, utilizamos a propriedade
distributiva, com isso multiplicamos cada termo de um dos polindmios pelo
outro termo do outro polindmio. Caso haja termos semelhantes, ou seja, com

a mesma parte literal, devemos agrupa-los.

Por exemplo:
(3x% + 2x).(2x% — 5x) =
3x2.2x% + 3x2.(=5x) + 2x.2x% + 2x. (—5x%)=

Utilizando a propriedade de poténcias: x™ - x™ = x™*™tem-se:
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= 6x* — 15x3 + 4x3 — 10x?
= 6x* — 11x3 — 10x2

A fim de verificar se houve a compreensdo do conteudo, sera realizado o

exercicio abaixo com os alunos.

Exercicio 04: (lezzi - Adaptado) - A partir dos polinédmios: Obtenha os nimeros
reais a, b ec de modo que k = af + bg + ch
f=x
g=x?%+x*
h=x%+x*+x°

k = 2x% 4+ —6 + 3x°®

Resolucéao:
2x% + —6 + 3x% = a(x?) + b(x? + x*) + c(x? + x* + x9)
= ax®+ bx?® + bx* + cx* + cx* + cx®
= (a+b+c)x*+ (b+o)x* + (c)xb.
c =3
b+c = —-6,logob = -9
a+b+c = 2,logoa = 8

Espera-se que para a resolucao deste exercicio os conceitos aplicados até
entdo sejam suficientes. Acredita-se que os alunos terdo compreendido o contetdo e
seréo capazes de executar as somas e multiplicagdes sem nenhuma dificuldade.

Adiante, o whiteboard sera utilizado para, inicialmente, efetuar uma divisao
euclidiana entre os numeros 21 e 5. Nesse momento, 0s conceitos basicos de divisao
e a nomenclatura de cada termo serdo retomados. Apds isso, sera apresentada a
divisdo de polinbmios,

Dados dois polinémios f (dividendo) e g # 0 (divisor), dividir f por g é
determinar dois outros polindmios q (quociente) e r (resto) de modo que se

verifiqguem as seguintes condigdes:

Ngg+r=f
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iygrr< grg,our=0

Quando r=0 diz-se que a diviséo ¢é exata

Considerando que a divisdo de polinémios na forma Euclidiana dar-se-a no
whiteboard, e com o intuito de sanar alguma dulvida que possa surgir, sera
disponibilizado um “roteiro” de como efetuar uma divisao entre polindbmios, para que

os alunos possam usar extraclasse.

[.  Dividimos o mondémio de mais alto grau de f(x) pelo monémio de mais

alto grau de g(x).

II.  Subtraimos do dividendo o produto do divisor g(x) pelo quociente
encontrado em (I), obtendo assim o primeiro resto parcial.

[ll.  Dividimos o monémio de mais alto grau do primeiro resto parcial pelo
mondmio de mais alto grau de g(x).

IV. Subtraimos do primeiro resto parcial o produto do divisor g(x) pelo
qguociente encontrado em (IV), obtendo assim o segundo resto parcial.

V. A partir da definicdo de divisdo é possivel ver que o processo da divisao
euclidiana continua até que o resto seja zero ou o grau do resto seja

menor que o grau do divisor.

Em seguida, serdo realizados os seguintes exercicios de divisdo entre

polindbmios:

Exercicio 05: (lezzi - Adaptado) - Qual o resto da divisdo entre os polindmios f =
X3+2x2+3x=4 e g = X-2?

Resolucao:

X3 +2x2 +3Xx -4 X-2

-X3 +2X2 XZ+4x+11
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0 +4x2 +3X
-4x2 +8x
0 +11X -4
-11x +22

+18

A resolucdo acima sera feita passo a passo. Espera-se que 0s alunos consigam
assimilar a semelhanga com a divisdo euclidiana e encontrar o resultado desejado.

Caso surjam duvidas, sera retomado o conceito de divisao entre polindémios.

Exercicio 06: (lezzi - Adaptado) - Dividindo o polindmio f por x* — 3x + 5
obtém-se quociente x* + 1 eresto 3x — 5. Determine f.
Resolucao:
Por definicdo de divisdo, temos: f = qg + r entdo
f=0G*+1D@*-3x+5) + 3x — 5)
f=@*—3x3+5x2+1x>-3x+5) + 3x — 5)
f = x*—3x3 +6x?

Diferentemente do primeiro exercicio proposto, espera-se gue com esse
exercicio, averiguar a aplicacéo da definicdo de divisdo entre polinémios.

No momento seguinte, sera utilizado o software Geogebra para representar 0s
gréficos das fungdes: f(x) = x*> + 2x* + 3x — 4 e g(x) = 3x° — 6x* + 2x% com 0
propdsito de mostrar aos alunos que conforme altera-se os coeficientes das fungdes f
e g, ndo ha uma forma grafica fixa a ser definida para polinbmios de grau maior ou
igual a 3. Sera relembrado aos alunos que o grafico de uma funcéo afim sempre sera

uma reta, e de uma fung¢éo quadratica sempre sera uma parabola.
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Espera-se que neste momento, os alunos tenham compreendido o conteudo.
Entdo, com base em conhecimentos apresentados em aulas anteriores, sera definido

raiz de um polinbmio da seguinte forma:

Assim como nos casos anteriores (funcdo afim e funcdo quadratica),
temos que, dados o nimero r e o0 polindmio f(x) = ay + a;x + a,x*+... +a,x",

dizemos que r é raiz, ou zero, de f quando f(r) = 0.

Graficamente, as raizes reais de um polinémio sdo os pontos em que o
gréafico de f corta o eixo do x (eixo das abcissas).

Aproveitando a introducdo deste conteudo, sera retomado com os alunos o

conceito de fatoracdo de uma funcdo quadratica para que seja possivel definir a
fatoracdo de um polinbmio qualquer,

Todo polinbmio fde graun (n = 1),

f(x) =ay+ a;x + ax*+...+a,x™, coma, #0

pode ser decomposto em n fatores do primeiro grau, isto é:
fx) = an (x = 1) (x = 13-1) ... (x — 11)

Onde ry,1y, 13,..., 1, SA0 as raizes de P.

Notem que cada termo (x — ;) é divisor de f(x).

Para ilustrar a fatoracdo de polinbmios, seréo feitos os exemplos abaixo:

1. f=x>+5x*+4x
Resolucéao:

Pode-se escrever o polinédmio f como f = 1(x)(x + 1)(x + 4) e portanto, as
raizes do polinbmio sdo 0, -1 e -4.

2. g=—6x*+4x3 +3x% - 2x
Resolucéo:

Podemos escrever o polinédmio g como g = —6(x)(x—§)(x+‘/2—§)(x — g) e

. A 2 V2 V2
portanto, as raizes do polindmio sao 0, 7, ——, —,
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Serdo disponibilizados para os alunos o resumo de casos notaveis de

fatoracao,

1)Fator comum em evidéncia: ax+ax2+ax3® = a(X+x2+x3)

2)Agrupamento: ax+ax2+bx+bx2 = a(x+x2)+b(x+x2) = (a+b)(Xx+x?)

3)Trinbmio Quadrado Perfeito: (dx+e)?2 = d2x2+2edx+e2, podemos
escrever a equagao acima como ax?>t+bx+c, caso a =d? b=2.e.dec=¢e?

4)Diferenca de dois Quadrados: x2-a2 = (x+a)(x-a)

5)Diferenca de dois Cubos: x3+a3 = (x+a)(x2-xa+a?)

6)Soma de dois cubos: x3-a3 = (x-a)(x2+xa+a?)

A proxima definicdo apresentada sera referente ao nimero de raizes de um

polindbmio e suas multiplicidades.

A guantidade de raizes de um polinémio esta diretamente relacionada ao
grau deste polindbmio.

Por exemplo, um polindmio de grau 2 tera duas raizes. Por sua vez, um
polindmio de grau 3 tera trés raizes.

Vale ressaltar que as raizes de um polinbmio podem ser iguais, por
exemplo:

1. O polindmio P(x) =(x-3)(x -1)(x-1)(x-4)(x-4)(x-4) = 0

Pode ser escrito como P(x)=(x-3)(x -1)3(x-4)3 =0

Assim, podemos perceber que esse polinbmio apresenta seis raizes
sendo:

— Uma raiz igual a 3;

— Duas raizes iguais a 1;

— Trés raizes iguais a 4.

Em seguida, expandindo o conceito de raizes, serdo apresentadas as

propriedades:

Considerando uma funcéo polinomial P(x) = a,x™ +

Ap_1x" 4. +a,;x + ay (a,# 0), com todos os coeficientes inteiros.
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1°) Se P(x) admite uma raiz racional § (ondep e Z,qeZx,compeq

primos entre si), entdo p é divisor de a, e q € divisor de a,.

2°) Se P(x), com a, # 0, admite uma raiz inteira r, entdo r é divisor de a,
(termo independente de P).

3°) P(x) pode admitir raizes reais e complexas, se uma raiz é nimero
complexo z; = a + bi (b # 0), entdo ela também admite a raiz z, = a — bi,
conjugada de z.

Espera-se que os alunos percebam que o nimero de raizes complexas e nao
reais de um polinbmio € sempre par, além disso, caso o grau de P seja impar, havera
um numero impar de raizes reais.

No ultimo momento, serdo propostos 0s seguintes exercicios, com intuito de
trabalhar o conteldo de raizes racionais e complexas, assim como introduzir o

conceito de equacéao polinomial:

Exercicio 07: (FAMEMA - 2019) Na equacgdo polinomial x3 - 2x2-x + 2 =0, uma
das raizes é -1. O modulo da diferenca entre a menor e a maior das raizes é:

a) 4.

b) 1.

C) 2.

d) 0.

e) 3.

Resolucao:
x3-2x2-x +2 =0, uma das raizes é -1. Como os coeficientes sao reais
admite raizes racionais da forma p/q onde o g divide 1 (coeficiente do x3) e p
divide 2 (termo independente). Logo as possiveis raizes séo divisores de 2, ou
seja, o conjunto {-2, -1, 1, 2} entdo pode-se testar se
-2, 1 e 2 séo raizes.
e Substituindo x=-2:
(-2)3-2(-2)2-2+2 = -8 -8 -2 +2 = -16 ndo é raiz
e Substituindo x=1:
13-2.12-1+1=0 1 é raiz
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e Substituindo x=2:
23 -2(22)-2+2=0 2 é raiz

Assim, a maior raiz é 2 e a menor é -1, entdo o modulo da diferenca entre

as raizes € |-1-2| = |-3| = 3.

Os alunos serdo orientados que uma outra resolucdo possivel seria
diminuir o grau do polindmio dividido por (x+1) e encontrar as raizes da funcéo

quadrética.

Neste exercicio, serd atentado ao fato de que uma equacao polinomial € uma
igualdade da seguinte forma P(x) = Q(X).
Acredita-se que os alunos serao capazes de associar o fato que resolver uma

equacao polinomial € equivalente a achar as raizes de um polinémio.

Exercicio 08: (UFRGS- 2013) As raizes do polindmio p(x)=x3+5x2+4x sdao:
a)-4,-1eO.
b)-4,0 e 1.
c)-4,0e 4.
d)-1,0e 1.
e)0,1le 4.

Resolucéao:
Por substituicdo p(x)=x3+5x2+4x sao
e p(0)=0 éraiz
e p(-1)=-1+5-4=0 é raiz portanto alternativa A ou D s&o possiveis
respostas.
e p(l)=1+5+4 =10 n&o é raiz, entdo alternativa A correta.
Para conferir:
e p(-4)=-64+5.16-16=0 é raiz

Espera-se que os alunos percebam que a substituicdo das possiveis raizes é

uma solugdo rapida neste exercicio, pois tem-se poucas possibilidades.
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Exercicio 09: (UNIOESTE - 2017) Considere as seguintes afirmacdes:

(x*+1)
(x+2) 2

(x+1)

#

, paratodo x €IR

2x+5=2(x+5), paratodo x €IR

(x—2)> = x*—4x + 4, paratodo x €IR

J/A

. A primeira equacgdo é falsa, pois para qualquer x # 0, tem-se —)) #

A)Somente a afirmagdo | esta correta.
B)Somente a afirmagéao Il esta correta.
C)Somente as afirmacdes | e |l estdo corretas.
D)Somente a afirmacao Il esta correta.

E)As trés afirmacdes estéo corretas

Resolucao:
Analisando as afirmacdes:

(x*+1) 4 (x+1)

(x+2 2
Para demonstrar que a igualdade descrita no problema é falsa, basta
encontrar um valor que néo satisfaca aigualdade. Tomando x = 1 tem-se:

(x*+1)  (x+1)

(x+2) 2
(1°+1)  (1+1)
(1+2) 2

1

—=2

3

1
O que é um absurdo, pois 3 # 2.

A segunda equacao é falsa, pois temos que 2x+5 = 2(x + 5)

2x +5 =2x + 10

5 = 10, ou seja, € um absurdo.

A terceira equacao ¢ verdadeira, pois para todo x real tem-se (x — 2)% =
x%-4x + 4

X2 —4x +4=x*-4x + 4
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Considerando que apenas a afirmativa lll esta certa, a alternativa correta

é a letra “d”.

Espera-se que o conceito apresentado de equacao polinomial seja suficiente
para a resolucdo deste exercicio. Caso os alunos apresentem alguma davida em
relacdo ao conteudo apresentado ou ao enunciado dos exercicios, o conteido em

questao sera retomado.

Avaliacao:
A avaliacdo sera realizada durante a aula com base nas respostas dos

guestionamentos feitos pelos professores durante a aula.

3.4.1 Relatério Aula 4

No dia vinte e sete de marco de 2021, as 09 horas, iniciou-se os trabalhos
praticos da disciplina Metodologia e Pratica de Ensino - Estagio supervisionado I, do
Curso de licenciatura em matemética da Unioeste - Campus Cascavel, com a atuacéo
dos discentes no Programa de acesso e permanéncia de estudantes da rede publica
de ensino em universidades publicas: um enfoque a area de matematica (PROMAT).
Estavam presentes na aula os académicos Gabriel Borghetti, Rafael Tech, Marcele
Cristine Assis e Thays Perin que ministraram a aula a partir do contetudo iniciado na
aula passada: Maximo e Minimo de uma funcdo quadratica e o conteudo de

polindbmios, faltando o ultimo conteddo a ser concluido.

A aula foi acompanhada na integra pela professora Fabiana Magda Garcia
Papani e ministrada de modo virtual, utilizando a plataforma jitsi meet. Observou-se
gue houve um numero grande de ausentes, tendo em sala cerca de 13 alunos, uma

guantidade semelhante aos da aula passada.

Os académicos optaram por ministrar uma aula mais interativa. Para isso,

foram utilizados softwares como:
. Powerpoint para a projecao do texto elaborado para a aula online;

. Whiteboard, que auxiliou na explicagdo, por possibilitar escrever

simultaneamente com o explicado, similar ao realizado no modo presencial, quando
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se usa a lousa;
. Geogebra que permitiu trabalhar com graficos de maneira dinamica.

A aula foi iniciada com o contetdo de maximo e minimo de uma funcao
quadratica. Apo0s isso, iniciou-se as atividades e o conteudo elaborado no plano 4. De
todo o contetdo proposto, foi trabalhado até a parte de raizes complexas. Acredita-se
gue o restante do conteudo elaborado sera finalizado na parte inicial da aula 5, sem

alterar drasticamente o contetdo programatico.

Esta aula ocorreu de uma maneira mais fluida e leve, durante a explicacédo do
contetdo houve pouca participacdo dos alunos por voz, mas, com incentivo, a
participacdo pelo chat tornou-se frequente. Os alunos estavam mais a vontade para
enviar mensagens, com duvidas e respostas a questionamentos da aula. Acredita-se
gue isso se deve ao fato das constantes indagacdes feitas, estimulando os alunos a

participarem, mesmo que fosse para mandar uma Unica mensagem.

Do conteudo previamente planejado foi trabalhado: méximo e minimo de uma
funcdo quadratica, inversa de uma funcéo quadratica, funcdo polinomial, grau de um
polindbmio, igualdade de polinémios, adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo de
polindmios, raiz e fatoracdo de um polinbmio, nimeros e multiplicidade de raizes de
um polinbmio, raizes racionais, teorema fundamental da algebra e raizes complexas,
nesta ordem. O conteudo de equacédo polinomial sera adequado para ser trabalhado

na aula seguinte.

Porém, € notavel que a sensacao presente nas aulas é a de que os alunos se
encontram distraidos e consequentemente ndo absorvem todo o contedudo exposto,
além de n&o apresentarem ddvidas ou questionamentos sobre os exercicios
propostos para casa, causando dudvida se assimilam o conteudo, de modo que o0s
exercicios se tornaram de facil resolucéo, ou se ndo os resolvem.

Pelo fato de as aulas serem remotas, 0s exercicios propostos em sala séo feitos
juntamente com os académicos, ndo tendo um tempo exclusivo para o aluno tentar

resolvé-lo.

E importante ressaltar que alguns dos exercicios abordados durante o decorrer
da aula sédo questdes de vestibulares anteriores da Universidade Estadual do Oeste
do Parana - UNIOESTE.

Conclui-se que a aula ocorreu de forma proveitosa com ressalvas a
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participacdo dos alunos, que embora tenha acontecido, pareceu artificial.

3.5 Plano de Aula 5

Conteldo: Progressao Aritmética.
Objetivo geral: Introduzir a ideia de sequéncias e de progressodes aritmeéticas.
Objetivos especificos: Ao se trabalhar com progressfes aritméticas, objetiva-
se que o aluno seja capaz de:

e Perceber uma sequéncia logica.

e |dentificar uma progressao aritmética.

e Diferenciar uma sequéncia qualquer de uma progressao Aritmética.

e Encontrar um termo desejado na Progressédo Aritmética.

e Encontrar a soma dos termos de uma Progressao Aritmética.

Tempo de execucao:

Um encontro de 2 horas e 30 minutos.

Recursos didaticos:
Softwares: Mentimeter, Microsoft Whiteboard, Microsoft PowerPoint, Jitsi,

Kahoot!. Microfone e mesa digitalizadora.

Encaminhamento metodolégico:

Inicialmente sera perguntado aos alunos o que eles compreendem por
sequéncia. Espera-se que as respostas sejam relacionadas com a ideia de
continuidade ou uma ordem logica. Apds ouvir e discutir as respostas sera feito uma
dindmica no aplicativo Kahoot! Sera apresentada a sequéncia de figuras abaixo e

alunos precisam encontrar a proxima.
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f)
Figura 56: Exemplo 1: Encontrar o préximo elemento da sequéncia.
Fonte: BRAIN METRICS INITIATIVE. 1Q research - Personality & Inteligence Assesment Tools, 2021.

Disponivel em https://staging.bmi-igtest.com/take-the-ig-test-now/?user_lang=pt# - Acesso em: 10
mar. 2021.
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Figura 57: Exemplo 2: Encontrar o proximo elemento da sequéncia.
Fonte: BRAIN METRICS INITIATIVE. 1Q research - Personality & Inteligence Assesment Tools, 2021.

Disponivel em https://staging.bmi-igtest.com/take-the-ig-test-now/?user_lang=pt# - Acesso em: 10
mar. 2021.
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Figura 58: Exemplo 3: Encontrar o proximo elemento da sequéncia.
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Fonte: BRAIN METRICS INITIATIVE. 1Q research - Personality & Inteligence Assesment Tools, 2021.
Disponivel em https://staging.bmi-igtest.com/take-the-ig-test-now/?user_lang=pt# - Acesso em: 10
mar. 2021.
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d)
Figura 59: Exemplo 4: Encontrar o préximo elemento da sequéncia.
Fonte: BRAIN METRICS INITIATIVE. 1Q research - Personality & Inteligence Assesment Tools, 2021.

Disponivel em https://staging.bmi-igtest.com/take-the-ig-test-now/?user_lang=pt# - Acesso em: 10
mar. 2021.
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d) e) f)

Figura 60: Exemplo 5: Encontrar o proximo elemento da sequéncia.

Fonte: BRAIN METRICS INITIATIVE. 1Q research - Personality & Inteligence Assesment Tools, 2021.
Disponivel em https://staging.bmi-igtest.com/take-the-ig-test-now/?user_lang=pt# - Acesso em: 10

o bk~ 0N PE

mar. 2021.

Das sequéncias acima tem-se:

Alternativa correta é a “b”.

“ 0

Alternativa correta é a “e”.

[P

Alternativa correta é a “c”.
Alternativa correta é a “f".

Alternativa correta é a “e”.

Os alunos serao gquestionados sobre o padréo que encontraram em cada caso.

Sera realizado um debate com os alunos, para discutir sobre os padrdes encontrados,

pois ha diferentes percepcdes e por consequéncia, ha diferentes formas de analisar o

padrao.
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Acredita-se que os alunos consigam resolver as questdes e identificar as
sequéncias sem muita dificuldade. Em seguida sera apresentada a definicdo de
sequéncia,

1 Ato ou efeito de seguir.

2 Continuacao de algo iniciado; prosseguimento, seguimento.

3 Série de acontecimentos que se sucedem ininterruptamente ou a
pequenos intervalos.

4 Disposicao das palavras que compdem uma frase.

5 Parte de um escrito iniciado em outro livro ou em qualquer outro
documento.

6 Em alguns jogos de carteado, série de cartas de valores
conseguintes, de naipes iguais ou diferentes.”

(Michaelis, Editora Melhoramentos, 2021)

ApOs isso, espera-se que os alunos tenham compreendido o conceito basico
de sequéncia. Serdo dados os exemplos abaixo para ilustrar algumas sequéncias
numericas possiveis, para facilitar a compreensdo das definicbes que serdo
posteriormente apresentadas, jA que conceitos como sequéncia finita e infinita séo
intuitivos. Inicialmente considerar-se-4 que a sequéncia numérica € o conjunto de

nameros reais dispostos em certa ordem.

1) (1, 2, 3, 4, 6, 12) é a sequéncia finita dos divisores positivos de 12, dispostos
em ordem crescente.

2) (2,4,6,8, ..., 2k, ...), para todo k € IN, é a sequéncia infinita dos multiplos
inteiros positivos de 2.

3) (2,3,5,7,11...) é a sequéncia infinita dos primos positivos.

Para aprofundar a definicdo de sequéncia numérica, seré utilizado o segundo
exemplo, questionando sobre a semelhanca com funcgdes, pois € formada pelas
imagens de 1, 2, 3, ..., k, ... na aplicagéo f: IN* — IR dada por f(k) = 2k. Logo, sera

definido sequéncia numérica,

e

Sequéncia numérica é uma funcédo, cujo dominio sdo 0s numeros

naturais com excecao do zero.




f: IN* — IR

n — f(n)

f(1), f(2), f(3).....

A sequéncia € formada pelos f(n) dispostos em ordem.
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Presume-se que os alunos consigam compreender o conceito de sequéncias

numéricas sem duvidas. Em seguida serdo usadas as imagens abaixo para ilustrar o

conceito de sequéncias finitas e infinitas. A primeira imagem representa uma

sequéncia finita, ou seja, com uma quantidade finita de termos e a segunda representa

uma sequéncia infinita, com uma quantidade infinita de termos.

e al

> 37

2.._

—» 33

Cad

Figura 61: Exemplo 1: Diagrama de uma sequéncia qualquer.

= dll

Fonte: Acervo dos autores.

—» 37

2.._

—» a3

o8]

NF

Figura 62: Exemplo 2: Diagrama de uma sequéncia qualquer.

Fonte: Acervo dos autores.
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Dando continuidade, sera trabalhado o exercicio abaixo que servira para

introduzir o conceito de lei de formacao de um termo qualquer de uma sequéncia.

01.(MatematicaBasica.net) Determine a soma dos dois proximos termos da

sequéncia com ordem légica 0, 2, 6, 2, 4,12, 4, 6, 18, 6, ...

Acredita-se que os alunos apresentem dificuldades na resolucéo do exercicio
considerando que a sequéncia dada precisa ser dividida em duas partes. Ainda,

presume-se que ha resolucao as dificuldades sejam sanadas.

Resolucéo:
Veja que a sequéncia é formada por multiplos de 6 e de 2 dispostos da
seguinte forma,
° Multiplos de 2 repetidos: 0,2, ,2,4, ,4,6, ,6
° Multiplos de 6: , ,6, , ,12, , ,18, ...
Uma vez percebido essa regularidade é facil notar que, os préximos
numeros das sequéncias serao:
° Multiplos de 2 repetidos: 0,2, ,2,4, ,4,6, ,6,8, ,8,10...
° Multiplos de 6: , ,6, , ,12, , ,18, , ,24..
Assim, pode-se continuar a sequéncia:
0,2,6,2 4,12, 4,6, 18, 6, 8, 24, 8, 10, 30, 10, 12, 36 ...
E observar que os dois préximos numeros da sequéncia em questao sao
8 e 24. Portanto, 24 + 8 = 32

Apés a resolucédo do exercicio, sera chamado a atencéo dos alunos para o fato,
gue as sequéncias costumam possuir uma regra que define os seus elementos. Sera
retomado os exemplos utilizados anteriormente para uma melhor compreensédo. Em
seguida sera destacado as possiveis formas de obter a lei de formacdo de uma

sequéncia.



97

1° caso: Pela formula de recorréncia
Sé&o dadas duas regras: uma para identificar o primeiro termo a, e outra para

calcular cada termo a,, a partir do antecessor a,,_;.

Ser& abordado o exemplo seguinte para ilustrar o primeiro caso:

Exemplo: Escrever a sequéncia finita f cujos termos obedecem a seguinte

formula de recorréncia: a; =2 e a, = a,_1 + 3.

Resolucéo:
Considerando os dados do exercicio, pode-se concluir que, a partir de um
termo inicial a;, 0 sucessor seraa, =a; + 3 =2+ 3 =5. Seguindo a formula de

recorréncia, a; = a, + 3 =5+ 3 = 8, e assim sucessivamente para os demais

termos dessa sequéncia. Assim, a sequénciaé f = (2,5,8,...) .

2° caso: Expressando cada termo em funcdo de sua posicao:

E dada uma férmula que expressa a,, em funcéo de n.

Ser& abordado o exemplo seguinte para ilustrar o segundo caso:

Exemplo: Escrever a sequéncia finita f de seis termos, cujos termos obedecem
aleia, =2"ne€lN
Resolucéao:

Para aresolucédo deste exemplo, basta substituir n pelo valor do indice do

termo em que se encontra:

a, =21=2 a, =2*=16
a, =2%2=14 as =25=132
az=2°=8 as = 2° = 64

Desse modo, a sequéncia procurada é f = (2,4,8,16,32,64).
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Espera-se que os alunos consigam compreender a representacdo dessa

sequéncia sem duvidas.

3° caso: Por propriedade dos termos:
E dada uma propriedade que os termos da sequéncia devem apresentar.

Sera abordado o exemplo seguinte para ilustrar o terceiro caso:

Exemplo: Escrever a sequéncia finita f de seis termos em que cada termo é igual ao
namero de divisores inteiros do respectivo indice.
Resolucao:

e a, = 2pois 1 é divisivel por {-1,1}.

e a, = 4 pois 2 é divisivel por {-2,-1,1,2}.

e a; = 4 pois 3 é divisivel por {-3,-1,1,3}.

e a, = 6 pois 4 é divisivel por {-4,-2,-1,1,2,4}.

e a; = 4 pois 5 é divisivel por {-5,-1,1,5}.

e a, = 8 pois 6 é divisivel por {-6,-3,-2,-1,1,2,3,6}

Presume-se que os alunos possuam dificuldades na criacdo da sequéncia,
considerando que seus termos ndo Sao progressivos.
Sera apresentado o exercicio abaixo, com intuito de introduzir o contetdo de

Progresséao Aritmética:

2. (Unesp - 2012) As medidas dos lados de um triangulo retangulo formam uma
progressao aritmética crescente de razao r.

a) Mostre que as medidas dos lados do triangulo, em ordem crescente, séo 3r,
4r e 5r.

Considerando que o exercicio se refere a uma Progressao Aritmética e este
conceito ainda nao foi abordado, sera apresentada a definicdo e posteriormente dar-

se-a sequéncia na resolucao.

Dados dois numeros reais a e r, uma Progressao Aritmética (PA) de
primeiro termo a e razdo r é uma sequéncia numérica dada pela seguinte

formula de recorréncia:
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a,=a +r

ap= a4 + 7,Vn€e€IN,n > 2

Assim, uma PA é uma sequéncia em que cada termo, a partir do

segundo, € a soma do anterior com uma constante r dada.

Em sequéncia, sera apresentado alguns exemplos onde os alunos seréo
convidados a identificar o termo inicial a, e arazéo r,
1. f=(,3579,..)
2. g= (0,-2,—4,-6,-8,...)
3. h= (4,4,4,4,4,..)
4

. 11 10 8
5. j = (4,?, ?,3, 5,...)
Resolucéo:
Os termos iniciais e razdo em cada caso é:
a,=1er=2
a,=0er=-2
a,=4er=0
a,=1/2er=1

1
a1=4er=—§

a K~ 0 Dbdp PR

Acredita-se que o0s alunos consigam compreender o conteudo de forma
intuitiva, identificando o termo inicial e a razdo de cada PA, assim, sera retomado o

exercicio 2, resolvendo-o no whiteboard.

Resolucéo:
a)Se as medidas dos lados de um triangulo retangulo séo trés termos

consecutivos de uma progressao aritmética crescente, de razado r, entdo, sédo do
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tipo: x, x+r, Xx+2r, onde x+2r corresponde a hipotenusa do triangulo dado, visto
gue a hipotenusa tem medida maior do que os catetos. Ao utilizar o teorema de
pitdgoras tem-se
X2+ (X+r)2 = (X + 2r)2
X2 + X2 + 2Xr + 12 = X2 + 4Xr + 4r?

X2-2xr-3r2=0

Assim, pode-se observar que aresolucao desta equacao de segundo grau
através de bhaskara € inconveniente, pois tornara a questdo extensa. Um
método alternativo, € utilizar outra maneira de representar a PA. Considerando
gue a PA tem 3 termos, pode-se utilizar x -r,xex +r,comr>0ex >r.

Assim, de acordo com o teorema de Pitagoras tem-se:

(X-r2+x2=(X+r)2
X2-2rX +r2+X2=x2+2rx +r2
x2-4rx=0
X(x-4r)=0, como x>0
4rx = 01logo x = 4r.

Portanto tais medidas séo dadas por: x -r=3rex =4rex +r =5r

No exercicio anterior foi utilizada uma notacao diferente da apresentada até o
momento, portanto, suponha-se que haja dividas dos alunos sobre sua aplicacéo,
assim, serdo apresentadas algumas notacdes especiais para PAs com 3 e 5 termos,

ressaltando que se pode continuar a sequéncia para toda PA com namero impar de

termos.

Para 3 termos: (X, X +r, X+ 2r)ou (X-r, X, X +1).

Para5termos: (X, x +r, X+ 2r,x+3r,x+4r)ou (X-2r,X-r, X, X +r, X+

2r).

Apbs a explicacdo, caso ainda haja dificuldade na compreenséo, o contetdo
sera retomado, reforcando que nao ha diferenca nas formas de notacao, pois a razéo

se mantém igual.
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Continuando o conteudo, serdo definidas as classificacdes das PAs.

Crescentes: sdo as PA em que cada termo é maior que o anterior. E
imediato que isto ocorre se, e somente se r > 0, pois:

a, >an_1 ©ap—ay_1>0ea,_1+r-a,_1 o r> 0.

Sera dado o exemplo abaixo para ilustrar o caso de PA crescente.
f =(1,4710,13,..)ondea; = 1er = 3

Decrescentes: sdo as PA em que cada termo € menor que o anterior. Isto
ocorre se, e somente se r <0, pois:

A< au1 © a,- 04,1 <0 & 1r <0.

Sera dado o exemplo abaixo para ilustrar o caso de PA decrescente.
g =(0,-1,-2,-3,—-4,..)ondea; = 0er = -1

Constantes: sdo as PA em que cada termo & igual ao anterior. E facil
ver que isto s6 ocorre quandor = 0

ap,=0a,1 © a,~a,.1.=0¢ r = 0.

Sera dado o exemplo abaixo para ilustrar o caso de PA constante.
h =(2222,2,..) ondea; =2er =0
Espera-se que o0s alunos consigam compreender 0s exemplos sem

dificuldades.
Na sequéncia, sera pedido para que os alunos classificarem as seguintes PAs

em crescente, decrescente ou constante:
1.f= (1,3,579,..)
2.g= (0,—2,—4,—6,-8,...)
3.h= (4,4,4,4,4,..)

. 13579
4.l= (5,5,5,5,5,...)

. 11 10 8
5_] = (4,?, ?,3, E,.. )
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Resolucdo: 1 e 4 sdo crescentes, 2 e 5 sdo decrescentes, 3 é constante.

Por fim, seréo resolvidos o0s seguintes exercicios.

3. (Ufpi - 2009) Se em uma Progressao Aritmética de razdo positiva o
produto dos trés primeiros termos é 384 e a soma é 24, entdo o quarto termo é:

Obtenhauma P.A. de trés termos tais que sua soma seja 24 e seu produto
seja 440.

a0

b) 4

c)8

d) 12

e) 16

Resolucéo:
Como a soma dos termos € 24:
X-I +X+X+r=24
3x=24
X=8
O produto dos trés termos € 384. Substituindo x=8 tem-se,
(8-r).8.(8+r) = 384
(8-r)(8+r)=48
64-r2=48
r2=16
r=4
A sequéncia é (4,8,12,16...), logo a,=16

4. (UDESC - 2014) O perimetro de um terreno triangular cujas medidas dos
lados representam a progressdo aritmética de termos x + 1, 2x e x*>- 5, nessa
ordem, é:

a) 26

b) 25

C) 24

d) 28
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e) 20

Resolucéo:
Sabe-sequeoaz; =a, +requea, =aq +r,portanto a; -a, = rea,-
a; =r,0logo,az;-a, = a,- a4
Substituindo os dados do exercicio tem-se:
x*-5-2x=2x—(x+1)
x’-2x-5=x-1

- (-3)+

5 ~ 8 -2
x*-3x-4=0 ¢ x= S—entdoxy; = -=4oux; = = -1

Assim, parax =4 o perimetroé (x +1) +2x+ (x*-5)=(4+1)+ (2-
4) +(4*—5)=5+8+11=24
Espera-se que os alunos tenham conseguido compreender os contetdos

apresentados até o momento e consequentemente chegar as respostas corretas.

Sera questionado aos alunos se é possivel encontrar um termo qualquer de
uma PA, presume-se que respondam afirmativamente, mas que ndo saibam como
proceder. Entdo, sera realizado a deducédo da formula,

Utilizando a férmula de recorréncia pela qual se define uma P.A, e

admitindo dados o primeiro termo a,, a razdo r e o indice n de um termo
desejado, temos:

a;=a

a,=a,+tr

az=a,+r ou [az=(a,+r)+r]=az=a,;+2r
as=az+r ou [ay=(a,+2r)+r]=a,=a,;+3r

Eentdo,a, =a; +(n — Dr

Espera-se que os alunos consigam compreender a deducdo da férmula e se
necessario reproduzi-la.

Sera aplicado um exercicio para fixacdo do conteudo:

5. (UEL - 2014) Considere a sequéncia dos numeros positivos impares,

colocados em ordem crescente. O 95° elemento dessa sequéncia é:
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a) 95

b) 131
c) 187
d) 189
e) 191

Resolucéo:
A sequéncia dos impares é (1,3,5,7,9...),logoa; =1er =2
ags = 1 + 94.2
aqs = 189

Em sequéncia, os alunos serdo instigados a resolver o exercicio abaixo, com o

objetivo de introduzir o conceito de soma dos termos de uma PA.

1. (lezzi - ADAPTADO) Calcular a soma dos 9 termos iniciais da PA (1, 7, 13,
)

Resolucéo 1:

Considerando que cadatermo é o termo anterior somado a seis unidades,
tem-se que os 9 primeiros termos dessa PA séo 1, 7, 13, 19, 25, 31, 37, 43, 49.

A soma desses termos &,

1+7+13+19+25+31+37+43+49=133

Os alunos seréo questionados como fariam para somar muitos termos de uma
PA. Presume-se que acreditem que ha uma forma mais simples, mas que ndo saibam
como proceder. Diante do exposto, 0 exercicio sera novamente resolvido de modo

gue se desenvolva a formula da soma dos termos de uma PA.

Resolucgéo 2:

Inicialmente, observa-se que a soma dos extremos é: 1 + 49 = 50.

Ao somar o segundo e o penultimo termo tem-se: 7 + 43 = 50.

Esse mesmo processo é valido até encontrar o termo central, que sera a
metade da soma dos extremos: 25

Portanto tem-se:
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1+7+13+19+25+ 31+ 37 +43+49=(1+49)+(7+43)+(13+37)+(19+31)+25
=50+50+50+50+25=450+25=4(25.2) + 25 = 8.25 + 25 =9.25.

Assim, observa-se que 9 € o nUmero de termos somados dessa PA e que
25 é asoma dos extremos dividido por 2. Logo, pode-se inferir que a formula da

soma finita dos n primeiros termos de uma PA é,

_(a; +ap)n
B 2

Apos, os alunos serdo questionados se a formula e o0 método de a encontrar
também é eficiente para a soma de uma quantidade par de termos de uma PA. O
mesmo processo sera realizado, para encontrar a soma dos 4 primeiros termos da PA
=(1,3,5,7,..),isto &,

1+3+5+7

Inicialmente, observa-se que a soma dos extremos €: 1 + 7 = 8.

Ao somar o segundo e o penultimo termo tem-se: 3 + 5 = 8.

Como esta PA possui uma quantidade par de termos, ndo ha um termo central.

Portanto tem-se:

1+3+5+7 = (1+7)+(3+5) =8+ 8 =2.8 = 2(1+7) = 16

Assim, observa-se que 8 € a soma do primeiro com o ultimo termo da PAe 2 é
a metade da quantidade de termos. Portanto tem-se,

(al + an)n
B 2
Espera-se que os alunos consigam compreender a ideia da férmula e que

possam reproduzi-la caso necessario. A seguir sera feito um exemplo com o intuito de

fixar o contetdo:

Exemplo: Qual a soma dos 50 termos iniciais da sequéncia dos inteiros
positivos?

Resolucéo:

A PA dos numeros inteiros positivos é: (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, ...). Assim, o

termoa; =1, a, = 50 er = 1. Substituindo na férmula tem-se:

50
Ss0 =~ -(50+1) = 25.51 = 1275
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Por fim, serdo resolvidos os exercicios abaixo para fixacdo do conteldo

apresentado no decorrer da aula:

2. (Uel-2009) Considere a sequéncia (1, 2, 4,5, 7, 8, 10, 11, ...), cujos termos
sdo 0s numeros inteiros positivos que nao sao multiplos de 3. Asomados
guarenta primeiros termos dessa sequéncia é
a) 600
b) 900
c) 1200
d) 1400
e) 1800

Resolucéo:
Pode-se dividir em duas PAs de razéo 3
PA, = (1,4,7,10,...)
PA, = (2,5,8,11,...)
Se somar os 20 primeiros termos das duas PAs encontra-se os 40 termos
da sequéncia inicial.
Na PA,; tem-se que a; = 1, r = 3en = 20. Para conseguir aplicar a
formula da soma dos termos de uma PA, € necessario encontrar o0 termo a,:
a,=a,+(mn—-1).r
az, = 1+(20-1).3
a, = 58
Substituindo na férmula da soma dos termos de uma PA.

_ (a1tan)m)

Sp = >
_ (1+58).20
n- 2
s, = 59.10
s, = 590

Na PA, tem-se que a; = 2, r = 3en = 20. Novamente, para conseguir
aplicar a formula da soma dos termos de uma PA, & necessario encontrar o
termo ayy:

a,=a,+(m—-1).r
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Ay = 59
Substituindo na férmula da soma dos termos de uma PA.

_ (@+anm

Sn 2
(2 + 59).20
Sn = 2
s, = 61.10
s, = 610

Como dividiu-se a sequéncia em duas PAs, de 20 termos, basta somar os
resultados obtidos ao se calcular a soma dos 20 termos de cada uma das PAs
formadas, totalizando os 40 termos da sequéncia original.

610+590=1200

A alternativa correta é a “c”

3. (Mackenzie) Numa sequéncia aritmética de 17 termos, sabe-se que as = 3
e a3=7. Entdo a soma de todos o0s termos é:
a)102
b)85
c)68
d)78
e) 90

Resolucéo:
Ao analisar a PA de 17 termos, observa-se que 0s termos as e a3 estao a

mesma distancia dos extremos iniciais e finais respectivamente, portanto, a

_ 17.10
somaas + a;3 =a; + a;; = 10. Assim: s, = g.(al + ay;) =——= 85

4. (Unicamp - 2015) Se (a4, a,,..., ay3) € uma progressao aritmética (PA) cuja
soma dos termos é igual a 78, entdo a, é igual a:
a)6
b) 7
c)8
d)9
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Resolucéo:
Sabe-se que a PA possui 13 termos. Substituindo os valores na formula:
[ (ay + a;3).13]

78 = >
(ag +aq3) 78
2 13
(aq + aq3) _

2

, +
Como o a, é o termo central, a; = (‘”Ta“) Logo, a; = 6

O proximo exercicio sera utilizado para introduzir o contetdo de interpolacao

aritmética.

5. (Uel) Interpolando-se 7 termos aritméticos entre os nameros 10 e 98,
obtém-se uma progresséo aritmética cujo termo central é
a) 45
b) 52
c) 54
d) 55
e) 57

Resolucéo:

Inicialmente serd apresentado o conceito de Interpolacdo Aritmética:
Fazer uma Interpolagdo Aritmética € inserir termos entre os numeros a, € a, de
forma que a sequéncia obtida seja uma PA. O numero de termos da PA sera o
numero de termos, mais dois.

Neste exercicio deve-se interpolar 7 termos entre 10 e 98, logo tem-se uma
sequéncia de 9 termos, pois além disso, sabe-se que, a; =10 e a, =98.
Substituindo na férmula:

a,=a,+(n—-1).r - 98=10+8r - r=11
as =10+4.11 - 54

(al+a9) _ (10+98)
2 2 -

54

ou as =

Avaliacéo:
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A avaliacdo sera realizada durante a aula com base nas respostas dos

guestionamentos feitos pelos professores durante a aula.

3.5.1 Relatério Aula 5

No dia dez de abril de 2021, as 09 horas, iniciou-se a quinta aula do Programa
de acesso e permanéncia de estudantes da rede publica de ensino em universidades
publicas: um enfoque a area de matematica (PROMAT), oferecido pelo curso de
Licenciatura em mateméatica da Unioeste - campus de Cascavel. A aula foi ministrada
pelos académicos Gabriel Borghetti, Rafael Tech, Marcele Cristine Assis e Thays
Perin, onde trabalharam o conteddo de Progressao Aritmética. A aula foi
acompanhada na integra pela professora Fabiana Magda Garcia Papani. A aula foi
ministrada de modo virtual, utilizando o aplicativo jitsi. Observou-se que houve uma
gueda consideravel no numero de alunos presentes na sala ao comparar com as aulas

anteriores, mais precisamente, 08 alunos ndo compareceram na aula.

Nesta aula utilizou-se os softwares:
. Kahoot!, onde foi realizado uma dinamica que auxiliou na introducéo do

conteudo inicialmente abordado.
. Powerpoint para a projecao do texto elaborado para a aula online

. Whiteboard, que auxiliou na explicacdo, por possibilitar escrever
simultaneamente com o explicado, similar ao realizado no modo presencial, quando

se usa a lousa;

O inicio da quinta aula deu-se por meio da resolucdo de questdes que 0s
académicos deixaram na lista de exercicios da aula anterior, a partir desta resolucao,
foi relembrado o contetdo raiz de um polindmio. Em seguida, foi dado prosseguimento

ao conteudo, trabalhando “sequéncias’.

A apresentacdo inicial do contetdo sequéncias foi dada por meio de uma
dindmica realizada no software Kahoot!. A dindmica consistia em identificar uma figura
gue continuaria uma sequéncia dada. Foi utilizado este método considerando que é
de facil visualizacéo, e que atrai o interesse dos alunos. Foi possivel observar que os

alunos compreenderam com facilidade o contetudo apresentado, interagindo conforme
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era solicitado pelos académicos. Porém, quando apresentado as sequéncias
numericas, percebemos que os alunos tiveram dificuldade em compreender que

possuiam um padréo, o que foi esclarecido por meio de exemplos no decorrer da aula.

Quando foi trabalhado Progresséo Aritmética, os académicos optaram por
trabalhar alguns exercicios que utilizassem a propria definicdo de Progresséo
Aritmética, isso fez com que os alunos, aparentemente compreendessem melhor o
conteudo exposto. Além disso, os académicos ainda optaram por justificar as féormulas
do termo Geral e a soma dos termos de uma PA pois consideraram de grande
importancia, visto que ndo ha a necessidade de as decorar. Devido a este fato,
observou-se que os alunos ficaram com duvidas que foram sanadas no decorrer da

aula.

De modo geral o plano de aula foi executado conforme planejado, pois nao
ocorreram grandes imprevistos que contribuissem para uma mudanca drastica na
execucao da aula. Do contetudo previamente planejado foi trabalhado: sequéncias
finitas e infinitas, lei de formacdo de uma sequéncia, progressao aritmética,
classificacdo das progressfes aritméticas em crescente, decrescente e constante.
N&o foi possivel trabalhar a férmula do termo geral de uma Progressao Aritmética,
soma dos termos de uma Progressao Aritmética e interpolacdo Aritmética, que serao

ajustados para serem trabalhados na préxima aula.

Acredita-se que os alunos compreenderam e entenderam o contetdo aplicado
considerando que teve grande participacdo verbalmente e por escrito no chat, além
de comentarios que demonstraram o interesse e o desenvolvimento dos alunos no

decorrer da aula.

Durante a aula procurou-se dar énfase nas caracteristicas de uma sequéncia e
de uma Progressdo Aritmética, para isso foram utilizados diversos exemplos e

exercicios que auxiliaram na explicagéo.

Novamente trabalhou-se com exercicios abordados durante o decorrer da aula
sdo questbes de vestibulares anteriores da Universidade Estadual do Oeste do
Parana - UNIOESTE.

Portanto é possivel concluir que a aula foi produtiva e satisfatéria atendendo as
expectativas, onde acredita-se que o conteudo apresentado foi compreendido pelos

alunos e espera-se que o decorrer das proximas aulas ocorra do mesmo modo.
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3.6 Plano de aula 6

Conteldo: Progressdo Geométrica
Objetivo geral: Trabalhar o contetdo de Progressdo Geométrica.
Objetivos especificos: Ao se trabalhar com Progressdes Geomeétricas,
objetiva-se que o aluno seja capaz de:
e Identificar uma progressao geomeétrica.
e Diferenciar uma progressao e uma progressao geomeétrica.
e Encontrar um termo desejado nha progressdo geomeétrica.

e Encontrar as somas finita e infinita dos termos de uma Progressdo Geométrica.

Tempo de execucgao:

Um encontro de 2 horas e 30 minutos.

Recursos didaticos:
Softwares: Mentimeter, Microsoft Whiteboard, Microsoft PowerPoint, Jitsi.

Microfone e mesa digitalizadora.

Encaminhamento metodoldgico:

Inicialmente os alunos serdo convidados a resolverem o seguinte exercicio:

1. (lezzi) Uma empresa produziu, no ano de 1975, 100.000 unidades de um

produto. Quantas unidades produzira no ano de 1980, se 0 aumento anual

de producéo é de 20%?

Acredita-se que os alunos apresentem dificuldades em resolver o exercicio,
considerando que se trata de um aumento progressivo. O exercicio sera resolvido e
apos, serd mostrado que a situacdo apresentada se caracteriza como uma

Progresséo Geométrica.

Resolucao:



De um ano para o outro ha um aumento de 20%, correspondente a 120%

do produzido no ano atual, assim, 100% + 20% = 120% = 120/100 = 1.2.

Para encontrar o numero de unidades produzidas em 1976, basta
multiplicar a quantidade produzida em 1975 por 1,2. Para encontrar a
guantidade em 1977, basta multiplicar o valor encontrado de 1976 por 1,2 e
assim sucessivamente.

Assim, a quantidade produzida em cada ano sera:

1975 = 100000

1976 = 100000 . 1,2 = 120.000

1977 = 120000 . 1,2 = 144.000

1978= 144000 . 1,2 = 172.800

1979 =172800 . 1,2 = 207.360

1980 = 207360 . 1,2 = 248.832

Em 1980 a empresa produzira 248.832 unidades deste produto.

Apos a resolucéo do exercicio, os alunos serdo questionados com a seguinte

pergunta: “é possivel estabelecer algum padrao no exercicio anterior?”

Acredita-se que os alunos consigam relacionar com o conteudo anterior de

Progressédo Aritmética onde o sucessor € a soma do anterior com uma razao, porém,

observando que nesse caso ocorre uma multiplicacao. A partir disso sera definida

uma Progressdo Geométrica.

Dados os numeros reais a e ¢, chama-se progressao geométrica (PG)
de primeiro termo a e razdo g, uma sequéncia dada pela seguinte férmula de
recorréncia:

a,=a
a,=a4.q

as=a,.q

a,=a,_1.q, para todon € N, n=2




113

Assim, uma PG € uma sequéncia em que cada termo a partir do

segundo, € o produto do anterior por uma constante q dada.

Sera abordado alguns exemplos, onde sera questionado sobre o termo a; e q.
PG, =(1,2,4,8,16, ..)

PGy = (L%5,5 =)

PG, =(7,7,7,7,7,..)

PG,= (5,-5,5,-5, 5, ...)

PGs=(3,0,0,0,0,..)

o M w0 D

Resolucao:

Os termos iniciais e razdo em cada caso é:
a;=ler=2

a,=ler = %

a,=7er=1

a1=5er:-l

o~ 0 NP

a;=3er=0

Sera observado que nos exemplos apresentados, € possivel perceber
diferencas significativas. Diante disso, serdo definidas as possiveis classificacdes de

uma PG.

e Crescente, em que cada termo da PG é maior que o anterior.

e Constante, em que cada termo da PG é igual ao anterior.

e Decrescente, em que cada termo da PG € menor que o anterior.

e Alternante, em que cada termo da PG tem sinal contrario ao termo
anterior.

e Estacionarias, em que o termo a,# 0, e a,=a;=...= 0

Sera retomado os exemplos abordados e classificado cada PG em crescente,
decrescente, constante, alternante ou estacionaria:
1. PG, =(1,2,4,8,186,..)
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1 1 1 )
9’27’81’ "

2
3. PGy =(7,7,7,7,7,...)
4. PG,=(5,-5,5,5, 5, ...)
5. PGs=(3,0,0,0,0,..)
A PGs 1,2,3,4 e 5 s&o respectivamente, crescente, decrescente, constante,

PG, = (1, %,

)

alternante e estacionaria.

Dando continuidade a aula serdo feitos os exercicios abaixo.

2. (lezzi) Qual é o numero que deve ser somado a 1, 9 e 15 para que se

tenha, nessa ordem, trés numeros em PG?

Para a resolucao deste exercicio, é necessario utilizar uma propriedade de PG.

Conforme for realizada a resolucéo tal propriedade, sera explicado.

Resolucéo:
Para que (a4, a;, az) seja uma PG, devemos ter
a, =ai.qeasz =a,.q
Como a,; = a4.q, substituindo em a3 = a,.q :
— — 2
a; =a,.q.q=>az = aq.q
Resultando em.
2
(a1, a1.9, a1.q%) .
Considerando que o segundo termo € o primeiro multiplicado por uma
razao q, e o terceiro termo é o segundo multiplicado pela mesma razéo q, ao

dividir um termo pelo seu anterior, encontra-se o valor dessa razdo. Logo:

o  md_
a
2
o ue® _
aiq q
. +9 +15 .
Logo, para que (x+1.x+9, x+15) seja uma PG, % =qe xx+9 = g e assim:

x+9_x+15
x+1 x+9

Desenvolvendo.

(x +9)2=(x +1)(x + 15)

X2+ 18x + 81 = x2+ 16x + 15
2X = -66
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X =-33

3. (lezzi) Obter 0 10° e 0 15° termos da PG (1, 2, 4, 8...)

Esse exercicio sera usado para introduzir o conceito de termo geral da PG.

Resolucéo:

Tem-sequea; =1

a, =2 =2a, =aq.q, portanto q = 2

a; = 4= a; = a,.q= a; = a,.q* seguindo o raciocinio
a,=8>a,=az.q=>a, =a,.q>

ou seja a,=a;.q™V entdo

a10=a,.q9° = a,p=1.2° = 512

a;s=a,.q*= a,;5=1.21* = 16384

Apbs a resolucdo do exercicio, serd definido formalmente como encontrar o

termo geral de uma PG.

Utilizando a formula de recorréncia pela qual se define uma PG e
admitindo dados o primeiro termo a; # 0, arazdo q # 0 e o indice n de um termo
desejado.

a,=a;.q"

Em seguida, ser4 comentado sobre formas de abordagens para uma PG com

3 ou 5 termos, que podem auxiliar na resolucéo de exercicios.

Para 3 termos: (x, xq, xq?) ou (g, X, Xq).

Para 5 termos: (x, xq, xq2, xq3, xq*) ou (%%, X, Xq, xq?).

Na sequéncia sera resolvido o exercicio abaixo, que servira de introducéo para

0 conceito de soma dos termos de uma PG:
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4. (MundoEducacéao.uol) Considerando a PA de razédo 2 e primeiro termo
igual a 2, e a PG que possui mesma razdo e mesmo primeiro termo, qual a
diferenca entre o décimo termo da PG e o décimo termo da PA?

a) 20

b) 1028

c) 1208

d) 1228

e) 1004

Espera-se que os alunos consigam diferenciar Progressédo Aritmética de
Progressdo Geométrica e enxergar que se ambas forem crescentes, uma PG cresce

consideravelmente mais que uma PA.

Resolucéo:
Substituindo as informacg8es na formula do termo geral da PA.
a,=a;+(n-1r
a=2+(10-1)-2
a=2+18
ao =20
Substituindo as informag6es na formula do termo geral da PG.
a,=a,.q® v
ago = 2.20-1
a = 2"
aq = 1024
A diferenca entre o décimo termo da PG e o décimo termo da PA é:
1024 - 20 = 1004

Do mesmo modo que na PA, sera questionado aos alunos se €& possivel
encontrar uma forma de encontrar a soma dos n primeiros termos de uma PG, além
de efetuar a soma propriamente dita. Presume-se que acreditem que ha uma forma,
mas que ndo saibam como proceder. Diante do exposto, sera realizado a

demonstracao:
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Dada uma PG com primeiro termo a, e razdo g, a soma S,, dos n termos
iniciais da sequéncia é:
S,=a,+a,+as+...+a,_;+a,, ou ainda

Sp=a,+a,.q+a,.q*+...+a;.q" D+a,. gV

Multiplicando ambos os membros por q.

qSp=a;.q+a,.q*+a,.q%+...+a,. q V+a,. q™

Fazendo gSn — Sn.
qSn —Sn =a1.q" — a4

Sq-D=a1.q" —

Considerando q # 1

a,.q" —a
S, = 1-9 1
(g—1)
Considerando q # 1 temos:
a,.qt—a
S, = n-q 1
(g—1)
Assim a soma dos n termos iniciais de uma PG é:
an.qt-a, a;.q"-a,
=— ou S, =—— com (q #1).
nT T g-) nT Tgmn @#1)

Espera-se que os alunos consigam compreender a deducdo da férmula e se

necessario reproduzi-la, na sequéncia eles serdo convidados a resolver 0s exercicios:

5. (USP- SP - 2009) A soma dos cinco primeiros termos de uma PG, de
razao negativa, é % Além disso, adiferenca entre o sétimo e o segundo termo da

PG éigual a 3. Nessas condicdes, determine:
a) A razédo da PG.

b) A soma dos trés primeiros termos da PG.

Resolucéo:
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. . ;1
a) A soma dos 5 primeiros termos é >

a:.q°-a 1
|)55:1q 1 _ 1

(@1 2
A diferenca do sétimo termo e do primeiro termo é 3: a,—a; = a,.q°% —
a;.q = 3.

Dividindo por q.
) a;.q°—a, =Z

Substituindo Il em I.

3 1

qq-1) 2
g2-q-6=0

g=-2

b) substituindo a razdo, q=-2, na equagao |, o primeiro termo (a,) sera.

o _wdma 1
T (@-1 2
_ a;. (=2)° —a;

1
20 (—2-1)
1
2

a1=i

Agora tendo o termo inicial e a razdo sera possivel realizar a soma dos

trés primeiros termos:

3
a,.q- —aq
Sy=—t——2
7 (@-1)
1 , 1
P :ﬁ-(—z) — 35
’ (-2-1)
1
(-8 -5
5, =22 22
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.8 1
22 22
S, = —42& 44
3 -3
¢ -9 -1 _3
372273 T 22

6. (UNIOESTE - 2018) A figura 1 apresenta uma sequéncia de figuras de
bonecos com corpo e pernas no formato retangular e cabeca circular. As
dimensdes do primeiro boneco sao apresentadas na figura 2. (Na figura
2, r é o raio do circulo). Sabe-se que cada uma das medidas do n-ésimo
boneco é igual a metade da medida correspondente do (n-1)-ésimo
boneco. Assim, se Al é a area do primeiro boneco, entdo qual é a soma

das areas dos primeiros 30 bonecos?

O o

O

o

¥

0 f-s-

Figura 2

Figura 1
Figura 63: Representacao de bonecos formados por figuras.

Fonte: UNIOESTE - Prova da Segunda Etapa (Tarde). [S. I.], 2018. Disponivel em:
https://www.unioeste.br/portal/images/files/Content/Vestibular_2018/Provas_-_Segunda_Etapa_-

_Tarde.pdf. - Acesso em: 4 mai. 2021.

Resolucéo:

Aboneco = Acabe(;a + Acorpo + 2. Aperna

A = n.r2+xy+2.x.§,



120

Como as medidas do segundo boneco séo iguais a metade das medidas

do segundo tem-se.
y 1

12 2.x.=)=-4A

(mr +xy+ x3) !

Y
6

y mnrc xy X 1
== —+2.= —
6 * 4 * 2 4

. . ~ 1 . , ~
Assim, se cada medida é metade (5) da anterior, a area de cada boneco é

1 , .
" da area do boneco anterior.
1

Neste caso, as areas da figura formam uma PG de razdo q = Z

A soma dos 30 primeiros termos é.
s — A (1-q")
= L
(1-4q)
1 30
A1 - 3
30 = 1
1-2
(1-4%9

O proximo exercicio sera utilizado como base, e a partir dele sera definida a

soma dos termos de uma PG infinita com -1 < g < 1.

7. (lezzi) Calcular a soma das 10 parcelas iniciais da série

1+%+%+ "%+ ...

Resolucéo:
Na sequéncia1+ 72+ 4+ %+ ... q=)2 e a;=1. Substituindo na férmula.

S =a1-qn_a1
"o@-1
110
1.(7 -1

S10 =
1
G-1
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¢ L(q22— D
10 — 1
1023
S10 2(1024

1023 . o
S10 = Z(E)’ resultado muito préximo de 2

Espera-se que os alunos percebam que por se tratar de uma PG decrescente
de razéo Y2, a soma dos termos tende a 2, ou seja, quanto mais termos da PG forem
somados, o resultado dara mais proximo de 2.

Em seguida, sera demonstrado a formula da soma infinita dos termos de uma

PG:
Uma PG com razdo g, com -1 < q < 1, entdo a soma de seus termos
seré:
S =
=a;ta+ azt..+apt... =
(1-9)

Apoés a explicacdo, espera-se que os alunos compreendam o conteddo sem
dificuldades. Além disso, sera reforcado que ao somar infinitos termos de uma PG

com -1 < g <1, q" aproxima-se de zero, para isso sera ilustrado, através da figura
. 1 .
abaixo, uma PG com a; =1 e q = > Acredita-se que os alunos compreendam o

contelido proposto sem muitas duvidas.
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0.5

0,25

0,125

0,0625

0,031325
0,015625
0,0078125
0,00390625
0,001953125
0,0009765625

11 |0,00048828125
12 |0,000244140625
13 |0,0001220703125

L= = B B = R = R

—
[

Figura 64: PG de razao §

Fonte: Acervo dos autores.
Os alunos serdo convidados a fazer o exercicio abaixo.

(UFRGS- aa - 2013) A sequénciarepresentada, na figura abaixo, é formada
por infinitos tridngulos equiléateros. O lado do primeiro tridngulo mede 1,
e a medida do lado de cada um dos outros tridngulos é % da medida do

lado do triangulo imediatamente anterior.

Figura 65: Sequéncia de triangulos.

Fonte: UFRGS - Matemdtica. [S. I.], 2013.

A soma dos perimetros dos triAngulos dessa sequéncia infinita é:
(A) 9.
(B) 12.
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(C) 15.
(D) 18.
(E) 21.

Resolucéo:
Ay € o perimetro do primeiro tridngulo. Assima; =1+1+1=3

~ P 2 .
A relacéo entre os lados é L,, = ;ln—1- E entre os perimetros?

P,=3l,= 3(% l..1) = g(Bln_l) = %Pn_l, arelacdo é a mesma. Assim.

a, = 3
=3.-=2
a, 3
2 4 2 4
az = 3. (5)2 =3 GrP=3
Observa-se, que a soma infinita da PG é.
a,
S =
1-q)
3

(1-2

S =

Por fim, seréa definido o produto dos termos de uma PG.

O produto B, dos n termos iniciais de uma PG é:

n(n-1)

B =a?-q 2

Na sequéncia, serd feita, no whiteboard, a demonstragdo da formula da

seguinte forma.
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— n-1
an=a;.q

Ao se multiplicar os termos da PG tem-se:

multiplicado n vezes, assim, a;.ay.4a,.....a; = a}. Como em (q.q%.¢3.....q" 1) é
uma multiplicacdo de poténcias de base iguais tem-se g1t2+3+-+n-1
1+2+3+4+5+...+n-1 é asoma dos (n-1) primeiros termos de uma PA em que

a,=1r=1.

n n(n-1)
=a;.q 2

n 1+2+3+..+n-1

a;.q

Espera-se que os alunos consigam compreender a deducéo da formula e se
necessario reproduzi-la.

Por fim, serao feitos os exercicios:

9. (lezzi) Na PG (-2, -6, -18, -54, ...) calcule o produto dos 10 termos

iniciais.

Resolucéo:

Tem-se que a; = —2,q =3 en = 10.Aplicando na férmula:

n(n-1)
P,=al.q z daPG(-2,-6,-18,-54,..)en=10

10(9)
P,=-210.3"2 = _210.3%

10. (Fuvest) Uma progressao geométrica tem primeiro termo igualale
razdo igual a V2. Se o produto dos termos dessa progressio é 23°, entéo
0 numero de termos é igual a:

a) 12

b) 13

c) 14
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d) 15
e) 16

Resolucéo:

Como q =.v2:

n n(n-1)
Pn =a.q 2

n(n-1)

239 =1m.2" ¢ entéo,
n(n-1)
239 =277
Como as bases sdo iguais é necessario que 0s expoentes sejam iguais,

portanto:

n(n-1)
4

13.12 =156 entdo n=13

39 =

entdo (n-1).n=156

Espera-se que os alunos, com o conteldo visto até 0 momento, sejam capazes

de resolver os exercicios sem aparecerem duvidas em sua resolucao.

Avaliacéo:
A avaliacdo sera realizada durante a aula com base nas respostas dos

guestionamentos feitos pelos professores durante a aula.

3.6.1 Relatério Aula 6

No dia dezessete de abril de 2021, as 09 horas, iniciou-se a sexta aula do
Programa de acesso e permanéncia de estudantes da rede publica de ensino em
universidades publicas: um enfoque a area de matematica (PROMAT), oferecido pelo
curso de Licenciatura em matematica da Unioeste - campus de Cascavel. A aula foi
ministrada pelos académicos Gabriel Borghetti, Rafael Tech, Marcele Cristine Assis e
Thays Perin, onde trabalharam o conteddo de Progressdo Aritmética. A aula foi
acompanhada na integra pela professora Dulcyene Maria Ribeiro. A aula foi
ministrada de modo virtual, utilizando o aplicativo Jitsi Meet. Observou-se que o

numero de alunos presentes na sala foi 0 mesmo da aula passada, 08 alunos.
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Nesta aula utilizou-se os softwares:

. Powerpoint para a projecao do texto elaborado para a aula online

. Whiteboard, que auxiliou na explicacdo, por possibilitar escrever
simultaneamente com o explicado, similar ao realizado no modo presencial, quando

se usa a lousa;

A sexta aula foi iniciada com a demonstracao da férmula geral de uma PA. Com
a ajuda dos alunos, ocorreu a demonstracéo do termo geral de uma PA. Apo0s isso,
concluiu-se o que foi proposto da aula 5 abordando o tema de soma de termos de

uma PA.

Em seguida, iniciou-se os contetdos preparados no plano de aula 6. Por conta
disso, é possivel afirmar que o plano de aula foi executado conforme planejado, pois
nao ocorreram imprevistos fora do conteddo remanescente da aula 5, o que manteve
a execucdo da aula da maneira prevista. Do conteudo previamente planejado foi
trabalhado progressao geomeétrica, classificacdo da PG, formula do termo geral de
uma PG, algumas de suas notacfes especiais e soma de termos de uma PG finita,
além de termo geral e soma de termos de uma PA, que foram preparados para a aula
passada, faltando apenas trabalhar os conteddos de soma infinita de uma PG infinita
e produto de termos de uma PG, que serdo ajustados para serem trabalhos na

proxima aula.

Acredita-se que os alunos compreenderam o contelddo exposto, pois houve
bastante participacdo verbal e escrita, além de comentarios que demonstraram o
interesse e o entendimento dos alunos no decorrer das explicacdes e resolugdes de

exercicios.

Novamente trabalhou-se questdes de vestibulares anteriores da Universidade
Estadual do Oeste do Parana - UNIOESTE.

Portanto é possivel concluir que a aula foi produtiva e satisfatéria atendendo as
expectativas. Acredita-se que o conteudo apresentado foi compreendido pelos alunos

e espera-se que o decorrer das proximas aulas ocorra do mesmo modo.

3.7 Plano de Aula 7

Conteudo: Matriz e determinantes.
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Objetivo geral: Definir matrizes, apresentar os tipos de matrizes e as
operacbes com matrizes, apresentar metodos de céalculo de determinantes.
Objetivos especificos: Objetiva-se que o aluno seja capaz de:
e Identificar uma matriz.
e Reconhecer a posi¢cédo dos elementos e os tipos de matrizes.
e Compreender adigao, subtragdo e multiplicacdo de matrizes.
e Calcular determinantes de matriz 2 X 2 e 3 x 3.

e Saber utilizar as propriedades dos determinantes.

Tempo de execucao:

Um encontro de 2 horas e 30 minutos.

Recursos didaticos:
Softwares: Microsoft Whiteboard, Microsoft PowerPoint, Jitsi Meet. Microfone e

mesa digitalizadora.

Encaminhamento metodolégico:

A aula se iniciard com o questionamento aos alunos: “por que alguns dados
sao apresentados em tabelas?” Espera-se que 0s alunos possuam a percepcao que
os dados sdo apresentados em tabelas geralmente com o intuito de facilitar a
visualizacao e a organizacdo dos dados. Em seguida seré apresentado o texto abaixo:

“Os resultados do aproveitamento escolar de 4 turmas diferentes foram
apresentados da seguinte maneira: Turma A: 8 em matematica, 9 em portugués, 8 em
historia e 9 em geografia. Turma B: 7 em matematica, 5 em portugués, 6 em historia
e 6 em geografia. Turma C: 8 em matematica, 7 em portugués, 7 em histéria e 7 em
geografia. Turma D: 7 em matematica, 8 em portugués, 8 em histéria e 9 em

geografia.”

Deseja-se que haja a percepc¢ao de que os dados estdo apresentados de uma
maneira que dificulta a visualizacdo e compreensdo. Os alunos serdo questionados
sobre a possibilidade de reorganizar estes dados com o intuito de favorecer a

compreensao. Supbe-se que os alunos irdo sugerir a representagdo na forma de
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tabela, como na imagem a seguir:

Tabela 02 — Informacg6es da turma.

MATEMATICA | PORTUGUES |HISTORIA | GEOGRAFIA
TURMAA |8 9 8 9
TURMAB |7 5 6 6
TURMAC |8 7 7 7
TURMAD |7 8 8 9

Fonte: Acervo dos autores.

Serd introduzido o conteddo de matrizes a partir da tabela anterior, se estiver
implicito o que cada linha e cada coluna significam, pode-se suprimir as escritas
“turmas” e “disciplinas” e utilizar apenas as “notas” sem que haja perda de

entendimento. Ao realizar este processo tem-se.

N O o
(ool N &2 GNe)
0 O ™
NoRRN e )JNe)

mxn=4x4

Na sequéncia sera apresentada a definicdo formal de matrizes:

“Em tabelas como a anterior os numeros sdao chamados de elementos. As
colunas sdo numeradas da esquerda para a direita e as linhas de cima para
baixo. Essas tabelas formadas por niumeros reais distribuidos em m linhas e n
colunas (m,n # 0) sdo chamadas de matriz m por n (m x n). Geralmente cada

elemento da matriz € representado por a;; em que i indica a sua linha e j a

coluna a qual o elemento pertence.”

Sera apresentado no Microsoft Whiteboard, alguns tipos de matrizes.

e Matriz linha



129

Como o proprio nome ja diz, a matriz possui apenas uma linha, podendo ter
varias colunas, como indicado abaixo.
A= (a1 a12 ay3 - aij)
e Matriz coluna
Semelhante a matriz linha, temos que a matriz coluna possui apenas uma

coluna, podendo ter varias linhas.

e Matriz nula
Uma matriz nula é toda matriz que tem todos os elementos iguais a zero,

conforme exemplo.

e Matriz quadrada de ordem n
E toda matriz do tipo n x n, isto é, uma matriz que tem nimero de linhas e

colunas iguais.

e Matriz Diagonal
E toda matriz quadrada em que os elementos a;j, €m que i # j, s&o iguais a

Zero.

e Matriz identidade
Matriz unidade (ou matriz identidade) de ordem n é toda matriz diagonal em

que os elementos a;;, em que i = j, sdo iguais a 1.
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1 00
F={0 1 0
0 0 1
Ap0s, sera proposto o seguinte exercicio:

. (UFSM - 2011, Adaptado) O diagrama abaixo representa a cadeia alimentar
simplificada de um determinado ecossistema. As setas indicam a espécie
de que a outra espécie se alimenta. Atribuindo valor 1 quando uma

espécie se alimenta de outra e zero, quando ocorre o contrario, tem-se a
seguinte tabela:

Figura 66: Cadeia alimentar.

Fonte: UFSM — 2011.

Urso | Esquilo | Inseto | Planta
Urso 0 1 1 1
Esquilo 0 0 1 1
Inseto 0 0 0 1
Planta 0 0 0 0
Figura 67: Representacdo cadeia alimentar em formato de tabela.

Fonte: UFSM — 2011.
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A matriz A, associada a tabela, possui a seguinte lei de formacéao:

a) a; = 0,sei<]j

1,sei>
o) o= {150 %)
o o0l
0 el
o o0l

Espera-se que os alunos consigam resolver o exercicio com base no contetdo

visto até o momento.

Resolucéo:

Sendo i o numero de linhas e j o numero de colunas, temos que a matriz

A é disposta da seguinte forma:

a1 QA
az;1 Qz;
az, Qas;
Ay Ay

a3
azs
ass
ay3

ais
az4
a3y
Q44

Observando a matriz nota-se que quando o numero das linhas (i) é igual

ao numero das colunas (j), ou quando i € maior que j, a;; = 0. Ja as posi¢Ges

ocupadas pelo 1 sdo aquelas em que j maior que i. Portanto, a alternativa certa

é aletrac.

Em seguida, sera apresentado no whiteboard um exemplo de adicdo e

subtracdo de matrizes, explicando que corresponde a simples soma, ou subtracdo dos

termos correspondentes como no exemplo a seguir.
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7 1 + 3 4 = |10 5
2 9 6 -5 8 4
*7+3=10 *1+4=5 *2+6=8 *9+(-5)=4

Figura 68: Exemplo de soma de matrizes.

Fonte: Acervo dos autores.

Ainda, sera apresentada a multiplicacdo de matriz por um nimero real k, que

se resume a multiplicar cada elemento da matriz A por k. Por exemplo.

4=( 3 )
4=(5 5 15)

A multiplicacdo de matrizes seré apresentada na sequéncia. Para trabalhar a
multiplicacdo entre duas matrizes, sera utilizado um exemplo a fim de que facilite a

compreensao do passo a passo a ser realizado.

A multiplicacdo entre duas matrizes A e B ocorre obtendo a matriz C=A.B, em
que cada termo de C corresponde a soma dos produtos dos elementos
correspondentes da i-ésima linha de A pelos elementos da j-ésima coluna B.

Por exemplo, multiplicando A e B:
(1 2 _ (-1 3
A_(3 4)63_(4 2)

e 1°passo: multiplicamos a primeira linha pela primeira coluna.

[ H i

Figura 69: Passo 1: multiplicacdo entre matrizes.
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Fonte: BrasilEscola - disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/multiplicacao-

matrizes.htm.

e 2°passo: multiplicamos a primeira linha pela segunda coluna.

C
12
e E A3 [ -nr24 13+ 22]
3 4|42

Figura 70: Passo 2: multiplicag&do entre matrizes.

Fonte: BrasilEscola - disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/multiplicacao-

matrizes.htm.

e 3°passo: Multiplicamos a segunda linha pela primeira coluna.

1. (-11+2.4 13+2.2
3.(-1+4.4

2
©21

Figura 71: Passo 3: multiplicag&o entre matrizes.

Ph
I
L | —_—t
s o
.
I

Fonte: BrasilEscola - disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/multiplicacao-

matrizes.htm.

e 4°passo: Multiplicamos a segunda linha pela segunda coluna.

1. (-1)+2.4 1.3+2.2

e '1=3(1)+44 3.3+4.2
@'4% R -

22

Figura 72: Passo 4: multiplicacdo entre matrizes.

Fonte: BrasilEscola - disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/multiplicacao-

matrizes.htm.
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Serao feitas as seguintes observacgdes sobre a multiplicacdo de matrizes:

12) O produto AB é possivel somente se 0 numero de colunas de A for igual ao

numero de linhas de B.

2%) Pela definicdo o produto AB € uma matriz que tem o niumero de linhas de A
e 0 numero de colunas de B, entdo se A é do tipo mxn e B é do tipo gxp, C = AB € do

tipo m x p.

E importante notar que, para quaisquer matrizes A e B, ndo podemos afirmar

gue AB = BA. Conforme o exemplo seguinte.

Seja Al = ((1) g) eB = ((1) (1))

18- 2)-( o)=( o

4= o0 =G 9

Além disso, temos que se AB = 0 ndo implica que A = 0 ou B = 0. Conforme o

exemplo seguinte.
25=(G o) =0 o

Para fixar os conceitos abordados no decorrer da aula, os alunos serao

convidados a responderem o exercicio:

2. (Unicamp, adaptado) Dada as matrizes:

x 2 0 3
A=(2 x 6 |,C=| 4
0 6 16x -1

Supondo que, na matriz A, x =-2, calcule B=AC

Resolucao:
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Como em A x=-2, tem-se que

-2 2 0
A=<2 -2 6 )
0 6 32

Inicialmente temos que verificar se a multiplicacdo de AC € possivel, A é uma
matriz quadrada 3x3 e C uma matriz coluna 3x1. Considerando que o numero de
colunas da matriz A é igual ao nimero de linhas da matriz C € possivel realizar

a multiplicacao, por consequéncia B & 3x1.

-2 2 0 3
AC=<2 -2 6 )(4)
0 6 32 -1

~2.34+2.4+0.(-1)
AC=(2.3+4.(-2)+6.(-1)
0.3+6.4—32.(-1)

2
AC=B=\|-8
56

Considerando que o préximo contetido a se trabalhar é determinante, segue as

definicbes validas nas matrizes quadradas:

e Diagonal principal
Chama-se diagonal principal de uma matriz quadrada de ordem n o

conjunto dos elementos que tém os dois indices iguais, isto &,
{aijli = j} ={a11, a2z, A33, .., A}

e Diagonal secundaria
Chama-se diagonal secundéaria de uma matriz quadrada de ordem n o

conjunto dos elementos que tém soma dos indices iguais a n + 1, isto €,

{aij li =j}={a1n Az2(n-1) A3(n-2)r+++» An1}

O calculo do determinante de matrizes de ordem n =1 e n = 2 pode ser realizado

da seguinte forma.

e Se Médeordemn =1, entdo det M é o Unico elemento de M.
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M = (a;1), entdo det M = a4

e Se M éde ordem n =2, odeterminante de M é o produto dos elementos
da diagonal principal menos o produto dos elementos da diagonal

secundaria, isto é.

a
det M=| " *?l=a.a. — a.a

Figura 73: Determinante matriz 2x2.

Fonte: MURAKAMI, C.; IEZZI, G. Fundamentos de Matemética Elementar - Conjuntos,
Funcdes - Vol. 4 - 82 Ed. Editora: Atual. 2004.

Seré feito o seguinte exercicio para aplicar tais conceitos:

3. (FEI - SP) Para que o determinante da matriz A seja nulo, o valor de a deve

ser:
(1+a -1 )

a)2ou -2
b)1ou3
c)3ou-5
d)-1ou3
e)-5o0u3

Resolucéo:
detA = (1+a)(1-a) - (-1).3
detA=1-a2+3=-a2+4
Como o exercicio pede detA = 0:
-a2+4=0
az=4

Logo a=2 ou a=-2
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O conceito do determinante de uma matriz 3x3 sera apresentado por meio do

exercicio que segue.

4. (Unicap - PE) Calcule o valor de x, a fim de que o determinante da matriz

A seja nulo.
1 2 1
A=(4 9 4
6 x x—-7

Os alunos serédo questionados sobre a resolucdo deste exercicio. E possivel
gue respondam que o calculo do determinante de uma matriz de ordem n = 3 é feito
do mesmo modo que o calculo de determinantes de matrizes de ordem n = 2.

Caso ocorra, sera explicado que o determinante é a soma de produtos nos
quais aparece um, e apenas um, elemento de cada linha e um, e apenas um, elemento
de cada coluna e que todos os elementos da matriz devem ser utilizados. Sera
mostrado que na matriz de ordem n = 2, ao realizar a subtracao do produto dos termos
da diagonal principal pelo produto dos termos da diagonal secundéaria todos os
elementos sdo utilizados e que se realizar o mesmo processo ha matriz de ordem n =
3 0s termos a;,, a,;, a,3, az, N&o serao utilizados.

Sera explicado que um método para encontrar o determinante de uma matriz
3x3 é 0 método que consiste em copiar as duas primeiras colunas e repeti-las a direita
da matriz. Os elementos da diagonal principal e das diagonais a sua direita sao
multiplicados. O mesmo processo deve ser realizado com a diagonal secundaria e as
diagonais que estao a sua direita. Entao, é realizada a soma dos produtos encontrados
na diagonal principal e nas diagonais a sua direita, desta é subtraida a soma dos

produtos encontrados na diagonal secundaria e das outras diagonais. Isto €, Dado

ay;; A1 Qg3
A=|0z1 Az a3
asz; AQaz; dsz

Det(A) = a1 .07 .A33 + A1 .03 .031 + Aq3.031 A3 — —(A13.A22. A3

+ ay1.033.03; + a5 .Ap1.033)
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Fonte: MURAKAMI, C.; IEZZI, G. Fundamentos de Matematica Elementar - Conjuntos, Funcdes - Vol.

4 - 82 Ed. Editora: Atual. 2004.

Resolucao do exercicio 4:

1 2 1

detA=det(4 9 4 )=9.(x—7)+48+4x—54—4x—8.(x—7)=O

6 x x-—-7

detA=(x—-7)—-6=0=>x—-13=0=>x=13

Em seguida, serdo apresentadas algumas propriedades do determinante:

e Filanula
Se os elementos de uma fila qualquer (linha ou coluna) de uma matriz M
de ordem n forem todos nulos, entdo det M = 0.
e Multiplicacdo de uma fila por uma constante
Se multiplicarmos uma fila qualquer de uma matriz M de ordem n por um
namero K, o determinante da nova matriz M' obtida sera o produto de K pelo
determinante de M, isto é, det M' = K.det M.
e Trocade filas paralelas
Seja M uma matriz de ordem n = 2. Se trocarmos de posi¢ao duas filas
paralelas, obteremos uma nova matriz M' tal que det M' = -det M.
e Filas paralelas iguais
Se uma matriz M de ordem n = 2 possui duas filas paralelas formadas
por elementos respectivamente iguais, entédo det M = 0.
e Filas paralelas proporcionais
Se uma matriz M de ordem n = 2 tem duas filas paralelas formadas por
elementos respectivamente proporcionais, entdo det M=0




e Fila escritacomo combinacao de outras filas
Se uma matriz quadrada M, de ordem n, tem uma linha (ou coluna) que

€ combinacdo de outras linhas (ou colunas), entdo det M = 0.
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Por fim, sera resolvido o exercicio abaixo com o intuito de fixar o contetdo

apresentado e sanar possiveis duvidas:

5. (UNESP) Sabendo-se que o determinante associado a matriz:

1 -11 6
A=|-2 4 -3
-3 -7 2

€ nulo, concluimos que essa matriz tem:

a) duas linhas proporcionais;

b) duas colunas proporcionais;

c) elementos negativos;

d) uma fila combinacéao linear das outras duas filas paralelas;
e) duas filas paralelas iguais.

Resolucéo:

Analisando as alternativas separadamente:

Se a matriz tivesse duas linhas proporcionais o determinante seria nulo,
entretanto isso ndo ocorre na matriz.

Se amatriz tivesse duas colunas proporcionais o determinante seria nulo,
entretanto iIsso ndo ocorre na matriz.

Ter elementos negativos ndo implica em o determinante ser nulo ou néo.
A primeira coluna é igual a 2 vezes a terceira coluna mais a segunda
coluna, entdo uma coluna é combinacéao linear de outras duas. Essa é a

alternativa correta.
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e. Se a matriz tivesse duas filas paralelas iguais o determinante seria nulo,

entretanto isso ndao ocorre na matriz.

Avaliacéo:
A avaliacdo sera realizada durante a aula com base nas respostas dos

guestionamentos feitos pelos professores durante a aula.

3.7.1 Relatério Aula 7

No dia vinte e quatro de abril de 2021, as 09 horas iniciou-se os trabalhos
praticos de Estagio do Curso de licenciatura em Matematica, o qual teve atuacdo no
PROMAT. Estavam presentes na aula os Académicos Gabriel Borghetti, Rafael Tech,
Marcele Cristine Assis e Thays Perin que ministraram a sétima aula sobre o conteddo
inicial de Matriz e Determinantes. A aula foi acompanhada na integra pela professora
Fabiana Magda Garcia Papani. Observou-se que, apenas 8 alunos estavam presentes

na aula.

Nesta aula utilizou-se os softwares:

. Powerpoint para a projecao do texto elaborado para a aula online;

. Whiteboard, que auxiliou na explicacdo, por possibilitar escrever
simultaneamente com o explicado, similar ao realizado no modo presencial, quando

se usa a lousa.

Inicialmente foi retomado o conteddo de PG por meio de um exercicio, em
seguida foi dada sequéncia ao conteudo de PG, sendo iniciado o conceito de soma
infinita de uma PG infinita e o produto de termos de uma PG.

A apresentacdo do conteudo de matrizes foi dada por meio de um
questionamento: “por que alguns dados sao apresentados em tabelas?”. A partir
dessa discussao, os académicos explicaram que em uma matriz € uma tabela em que
o elemento do cruzamento da linha i com a coluna j corresponde € representado por
a;j. Foram apresentados os diversos tipos de matrizes, e as operacGes possiveis,
sempre utilizando exemplos para uma melhor compreensao do contetdo. Foi possivel

observar que os alunos compreenderam com facilidade o conteddo apresentado,



141

interagindo conforme era solicitado pelos académicos. Porém, quando apresentado a
multiplicacdo de matrizes, percebemos que os alunos tiveram dificuldade em
compreender quais eram os termos multiplicados, além da dificuldade de identificar a
ordem da matriz resultante, as duvidas e dificuldades foram esclarecidas por meio de

exemplos e exercicios no decorrer da aula.

Quando foi trabalhado diagonal principal e diagonal secundaria, os académicos
optaram por utilizar um exemplo como base, considerando que facilita o entendimento.
Ainda, observou-se a dificuldade dos alunos em interpretar a escrita matematica, pois
muitos entendiam as definicbes apenas depois da resolucdo de exemplos.
Acreditamos que essa dificuldade se deve ao fato de ndo terem compreendido de
forma clara sobre os termos de uma matriz e, portanto, pretende-se nas proximas

aulas retomar e explicar novamente a formagao da matriz.

De modo geral o plano de aula foi executado conforme planejado, pois nao
ocorreram grandes imprevistos que contribuissem para uma mudanca drastica na
execucao da aula. Do conteudo previamente planejado foi trabalhado: matriz, tipos de
matrizes, operacbes com matrizes, diagonal principal e diagonal secundaria. Do
conteldo previamente planejado, faltou apenas trabalhar determinantes de ordem 2 e

3 que serdo abordados no inicio da proxima aula.

Acredita-se que os alunos compreenderam e entenderam o conteudo aplicado
considerando que teve grande participacao verbalmente e por escrito no chat, além
de comentarios que demonstraram o interesse e 0 desenvolvimento dos alunos no

decorrer da aula.

Durante a aula procurou-se dar énfase em diferenciar as propriedades das
operacfes com matrizes das propriedades de opera¢cdes com 0S numeros reais,
considerando que a multiplicacdo entre uma matriz A e uma matriz B € diferente da

multiplicacdo de uma matriz B por uma matriz A.

E importante frisar que alguns dos exercicios abordados durante o decorrer da
aula sdo questdes de vestibulares anteriores da Universidade Estadual do Oeste do
Parana - UNIOESTE.

Portanto é possivel concluir que a aula foi produtiva e satisfatéria atendendo as
expectativas. Acredita-se que o contetdo apresentado foi compreendido pelos alunos

e espera-se que as proximas aulas ocorram do mesmo modo.
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3.8 Plano de Aula 8

Conteutdo: Equacdo linear, sistema de equacdes lineares.
Objetivo geral: Introduzir a ideia de equacéo linear e Sistema de equacdes
lineares.
Objetivos especificos: Ao se trabalhar com equagdes, objetiva-se que o aluno
seja capaz de:
e Identificar uma equacéao linear e um sistema linear.
e Compreender quando uma n-upla é a solucéo do sistema linear.
e Diferenciar um sistema possivel de um sistema impossivel.
e Diferenciar um sistema possivel determinado de um possivel indeterminado.
e |dentificar e compreender um sistema linear homogéneo.
e Compreender a resolucédo de um sistema linear pelo método da substitui¢ao.
e Compreender a resolucédo de um sistema linear pelo método de Cramer.
e Compreender a forma gréafica da solucdo de um sistema linear.

e Interpretar geometricamente sistemas lineares 2x2 e suas solugdes.

Tempo de execucao:

Um encontro de 2 horas e 30 minutos.

Recursos didaticos:
Softwares: Microsoft Whiteboard, Microsoft PowerPoint, Jitsi Meet. Microfone e

mesa digitalizadora.

Encaminhamento metodologico:

A aula seré iniciada utilizando exemplos para relembrar a definicdo de
equacdes linear, que corresponde aquelas equagdes em que as incognitas possuem
grau 1:

Exemplos:

e Equacdes lineares:
1.3x+4y -z —-—w=25
2.2x — 6y —z =10
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w

X
5—3}7—0
4.0x + Oy + 0z = 4
5 0x+ 0y + 0z + 0w =0

e Equacdes néo lineares:

1.2x* +4y +2z =0
2.2xy +z+w =3
3.x+Vy—z=4
4.§+y
5.2=8

Espera-se que, a partir dos exemplos, os alunos relembrem o contetdo de
equacdes lineares. Na sequéncia, sera comentado sobre a solu¢do de uma equacéao
linear e como representa-la. Para isso, sera dado uma equacéo linear e entdo sera

discutido acerca da quadra que € solucdo dessa equacdo da maneira que esta

descrito abaixo,
e Seja a equacdo linear:
2X+3y-z+w=3.
1. A sequéncia (1, 2, 3, —2) é solucgao pois:

2(1) +3(2) - (3) + (-2) = 3
2+6-3-2=3
3=3

A sentenca é verdadeira.
2. A sequéncia (1, 1, 2, 1) ndo é solucao pois:

2(1) +3(1) - (2) + (1) = 3
2+3-2+1=3
4=3

A sentenca é falsa.
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e Seja a equacao linear
Ox+0y=0
E facil observar que qualquer dupla ordenada (x;,y,) € a solucdo da equacao.
e Seja a equacgao linear

Ox+0y+0z=2
E facil observar que nenhuma terna ordenada (x;, y,, z;) satisfaz a equacéo,

pois Ox;+ 0y, + 0 z; = 2 é sentenca falsa vV x4, y;, z;.

Sera feito 0 exercicio abaixo para introduzir o conceito de sistema linear,

1. (ENEM - 2000) Uma companhia de seguros levantou dados sobre os
carros de determinada cidade e constatou que sdo roubados, em média,
150 carros por ano. O numero de carros roubados da marca X é o dobro
do namero de carros roubados da marca Y, e as marcas X e Y juntas
respondem por cerca de 60% dos carros roubados. O numero esperado

de carros roubados da marcaY é:

a)20.
b)30.
c)40.
d)50.
e)60.

Resolucao:

Seja X 0 numero de carros roubados da marca X e Y o numero de carros
roubados da marca'y.

Como 60% de 150 corresponde a 90 carros temos que:

X+Y=190

Além disso temos que o numero de carros roubados da marca X é o dobro

do numero de carros roubados da marca Y, logo:
X=2Y

Assim temos que, substituindo a segunda equacao na primeira:
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2Y +Y =90
Y= 30

Alternativa: B

Estima-se que os alunos consigam perceber que o exercicio implica em duas
equacBes com duas incognitas, onde, foi realizada uma substituicdo de valores, um
método possivel para a resolugdo de um sistema linear.

Sera formalizada a definicdo de um sistema de equacdes lineares:

Um sistema de equacdes lineares é um conjunto de equacdes lineares,

por exemplo,

x+2y+2z=9

{ x+y+z=6
2x+y+3z=11

Além disso, é possivel escrever um sistema linear na forma matricial:
1 1 1 x 6
1 2 2 (}’) =19
2 1 3 z 11

A solucéo de um sistema linear nxn, € uma n-upla ordenada de nameros reais,

gue satisfaz todas as equacdes que formam o sistema.

Por exemplo, o sistema do exemplo anterior,
e Admite como solucao a terna (3-upla) ordenada (1, 2, 3), pois
1+ 2+ 3 =5 (Sentencga verdadeira)
2-14+2—-3 =1 (Sentenca verdadeira)
3:-1—-2+ 3 =4 (Sentenca verdadeira)
e S ndo admite, porém, como solucao a tripla (-5, 11, 0), pois
-5+ 114+ 0 =6 (Sentenca verdadeira)
2.(=5)+ 11 -0 =1 (Sentencga verdadeira)

3.(=5) — 11+ 0 = 4 (Sentenca falsa)
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Acredita-se que os alunos consigam compreender 0 conceito de sistema linear,

bem como saibam identificar quais n-uplas formam as suas solucdes.

Um sistema linear pode ser classificado como possivel (SP) ou impossivel (Sl).
Quando o sistema for possivel, havera duas possibilidades: possivel determinado

(SPD) ou possivel indeterminado (SPI),

determinado

possivel
/ indeterminado
Sistema

impossivel

Figura 75: Classificacdo de um sistema.

Fonte: Site Stoodi - Disponivel em: https://www.stoodi.com.br/resumos/matematica/sistemas-lineares/.

Para a fixacdo do contetdo abordado, os exercicios abaixo seréo resolvidos:

(CPCAR - 2002) Assinale a alternativa que preenche corretamente a
lacuna abaixo. Numa prova de mateméatica, um aluno deve responder a 60 itens
do tipo verdadeiro ou falso. Para cada item respondido corretamente, o aluno
vai ganhar 2 pontos e, para cada item que errar, vai perder 1 ponto. A nota do
aluno é funcdo do numero de itens que ele acertar. Se 0 aluno obteve 30 pontos,
ele acertou ___ itens.

a) 20

b) 25

c) 30

d) 35

Resolucéao:
De acordo com o enunciado tem-se que V + F =60
Para cada item respondido corretamente, o aluno ira ganhar 2 pontos e

para cada item que errar perdera 1 ponto.



Se o aluno tirou 30 pontos tem-se:

2V -F=30
Assim, tem-se o sistema
{V+F= 60
2V —-—F =30

Da equacdao 1, tem-se que F =60 — V. Substituindo F na equacéo 2 tem-se:

2V-60+V =30
3V =90
V=30

Na sequéncia, sera disposto as seguintes defini¢des:

e Sistema linear homogéneo:
Chamamos de sistema linear homogéneo todo aquele em que o termo

independente de todas as equacdes vale zero.

Exemplos:
3x+4y+z—-t=0
{x+y+z=0 3x—y—3z =0
51: _ 52:
2x—y+z=0 x+2y+z—-3t=0

4x —z+t=0

Um sistema linear homogéneo admite sempre como solucdo a
sequéncia (0, 0, 0, ..., 0), que é chamada de solugéo trivial.

Nos exemplos dados tem-se (0, 0, 0) € solucdo de S1 e (0,0, 0,0) é
solucéo de S2.

Como todo sistema homogéneo admite a solucdo trivial, entdo os
sistemas sao sistemas possiveis. Se o sistema apresentar uma unica solucao,
necessariamente a trivial, o sistema é possivel determinado. Caso o sistema
apresente alguma solucdo diferente da trivial, o sistema é possivel

indeterminado.

Em sequéncia, serdo realizados os exercicios abaixo,

1. (UNIOESTE - 2018) Existem dois valores reais a4, € a,, que a pode

assumir de modo que a equacdo matricial [10 4”;]=“[;]

4 10
admita solucéo néao trivial.
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Assim, € CORRETO afirmar que
aa; ez, aez a;.a, =20

bla; ez, a, e z, ay.ay = 100
Ca, €z, a,ez a;.a, =20

da; ez, a, ez a,.a, =16

e)al ez,a, ez a.a, =84

Resolucéo:

A solucdo trivial € x =y =0 Para a solucdo trivial qualquer valor de alfaira
satisfazer a igualdade matricial. Mas queremos valores de alfa para 0os quais o
sistema tenha soluc¢éo ndo trivial.

Desenvolvendo o produto em ambos os lados da igualdade, chegamos

em:
{10x+4y = ax
4x + 10y = ay
e Assim,
10x +4y ax
4x+10y  ay

(10x+4y) -y = (4x+10y) - x
10xy + 4y* = 4x* + 10xy

4y* = 4x*
x= /yz
x=ty

e Parax =y
10x + 4y = ax
10y + 4y = ay
a=14
e Parax =-y
10x + 4y = ax
-10y + 4y = —ay
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a=6
Como o exercicio pede o produto desses dois valores:
14-6 = 84

2. Unioeste (2017) Sobre o sistema de equacbes lineares é CORRETO
afirmar que:

{3x+5y=7
3x+py=17

a)possui uma unica solugao, qualquer que seja B.
b)possui infinitas solugdes, qualquer que seja B.
c)possui ao menos uma solugao, qualquer que seja .
d)so6 tem solugao se 8 = 5.

e)é impossivel se B # -5.

Resolucéao:

Tomando B = 5 temos que o sistema é possivel e indeterminado, pois as
duas equacdes serdo iguais e teremos na verdade uma equacdo com 2
incégnitas, acarretando que uma incognita depende da outra. Assim, o sistema
possui infinitas solugdes.

Para B # 5 o sistema tera uma unica solugdo. Pretende-se mostrar iSso
através de grafico no geogebra com um controle deslizante no lugar do B,

conforme consta a figura abaixo.

_ e\ﬁ‘ 3
C) eql: 3x+by =7
o b=124 : 2

- S

° . 20 @ eqd\
O eq2:3x+124y =7

-2 -1 0 1 2
+
-1

Figura 76: Solucdo de um sistema de equagfes 2x2.

Fonte: Acervo dos autores.
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O sistemasempreterasolucéo pois umaequacao nuncasera combinacao
da outra ja que o coeficiente que acompanha o x e o termo independente séo

fixos e iguais nas duas equacdes, portanto, uma ndo é multipla da outra.

Objetiva-se com esse exercicio mostrar graficamente que quando um sistema
admite uma unica solucéo, os graficos das equacdes que o compdem se interceptam
uma dnica vez, pois esse ponto € comum as duas equacdes. Quando o sistema admite
infinitas solucdes, os graficos das equacdes que o compdem sao coincidentes e,
guando o sistema ndo admite solucédo, os graficos das equacfes que o compdem Ssao
paralelos.

Em seguida sera proposto o exercicio que se encontra na forma escalonada:

3. Resolva o sistema escalonado:

2x+y—-2z=10
y+ 10z = -28
—14z =42

Acredita-se que os alunos irdo questionar sobre o que € um sistema na forma
escalonada, entdo, sera respondido verbalmente que um sistema escalonado ou da
forma escada € aquele em que, o numero de coeficientes nulos antes do primeiro
coeficiente ndo nulo aumenta de equacao para equacdo. Objetiva-se que os alunos
consigam perceber que quando um sistema se encontra escalonado € de facil
resolucéo, pois da Ultima equacéo temos que:

—14z = 42

z= -3

e Agora que encontramos o valor de z, pode-se substituir na segunda equacgao:
y+10(-3) = —28
y=2

e Agora substituindo y = 2 e z = —3 na primeira equacao:
2x+2-2(=3)=10

x=1
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Os alunos serdo questionados se conhecem mais algum método para a
resolucdo de sistemas lineares. Acredita-se que 0s alunos ndo conhecam. Sera

apresentado o método de Cramer como um método alternativo,

Podemos representar um sistema linear através de uma matriz, diante
disso, Cramer desenvolveu um método de resolucéo de sistemas envolvendo
as propriedades dos determinantes.

A regra de Cramer diz que: Se o determinante da matriz dos
coeficientes for diferente de zero, os valores das incégnitas de um sistema
linear sdo dados por fragdes, cujo denominador é o determinante da matriz dos
coeficientes e os numeradores sdo determinantes de matrizes obtidas pela
substituicdo de cada coluna da matriz dos coeficientes pela matriz coluna dos

termos independentes. Por exemplo,

2x —y+2z=12

{ xX+y+z=12
x—y—3z=-16

A matriz formada pelos coeficientes é:
1 1 1
A=(2 -1 2
1 -1 -3

Entdo, o DetA = 12 (diferente de zero)

e Seja A, a matriz obtida substituindo a coluna 1 de A pela matriz coluna

dos termos independentes.

12 1 1
A, =12 -1 2 |=Det4, = 36
~16 -1 -3

e Seja A, a matriz substituindo a coluna2 de A pelos termos

independentes

1 12 1
Ay=|2 12 2 |=Detd, = 48
1 -16 -3
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e Seja A, a matriz obtida Det da matriz substituindo a coluna 3 pelos

termos independentes
1 1 12
A, =2 -1 12 |= Det A, = 60
1 -1 -16

Assim, o0 conjunto solucéo é S = {(%%%)} = {(3,4,5)}.

Caso o determinante da matriz dos coeficientes seja zero, ndo poderemos
resolvé-lo pelo método de Cramer. O sistema serd impossivel ou possivel
indeterminado, e ndo é possivel fazer tal distin¢cdo utilizando determinantes.

Os exercicios abaixo serdo resolvidos para a fixacdo do conteldo e sanar

possiveis duvidas,

4. (UFSCar) Uma loja vende trés tipos de lampada (x, y e z). Ana comprou 3
lAmpadas tipo x, 7 tipo y e 1 tipo z, pagando R$ 42,10 pela compra. Beto
comprou 4 lampadas tipo x, 10 tipo y e 1 tipo z, o que totalizou R$ 47,30.
Nas condi¢cdes dadas, a compra de trés lampadas, sendo uma de cada
tipo, custa nessa loja
a) R$ 30,50.

b) R$ 31,40.
c) R$ 31,70.
d) R$ 32,30.
e) R$ 33,20.

Resolucao:

3 lampadas tipo x, 7 tipo y e 1 tipo z custam R$ 42,10. Assim, tem-se a
equacao 3x + 7y +z=42,10

4 lampadas tipo x, 10 tipo y e 1 tipo z custam R$ 47,30. Assim, tem-se a
equacao 4x + 10y + z=47,30

{Sx + 7y +z = 42,10
4x + 10y +2z =47,30
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Multiplicamos todos os termos da primeira equacao por 3 e todos os
termos da segunda equacao por (-2), tem-se,

{9x + 21y + 3z = 126,30
—8x — 20y — 2z = —94, 60

Somando as duas equag¢des encontramos:
X+y+z=317

Logo, a compra de uma lampada de cada tipo custa R$ 31,70.

5. (Maud) Para que valores de K o sistema abaixo € possivel e determinado?

{kx+3y=2
2x—-y=0

Resolucao:
Para o sistema ser possivel determinado o determinante da matriz dos
coeficientes (A) deve ser diferente de 0, logo temos que:
4= (’z( _21)
DetA=k-(—-1)—-(3:2)
DetA = —k—-6
Como o exercicio pede DetA + 0:
-k—6+0
k+ —6

O sistema sera possivel determinado paratodos os valores de k # —6.

Avaliacéo:
A avaliacdo sera realizada durante a aula com base nas respostas dos

guestionamentos feitos pelos professores durante a aula.
3.8.1 Relatorio Aula 8

No dia oito de maio de 2021, as 09 horas, iniciou-se a oitava aula do Programa
de acesso e permanéncia de estudantes da rede publica de ensino em universidades
publicas: um enfoque a area de matematica (PROMAT), oferecido pelo curso de

Licenciatura em matematica da Unioeste - campus de Cascavel. A aula foi ministrada
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pelos académicos Gabriel Borghetti, Rafael Tech, Marcele Cristine Assis e Thays
Perin, onde trabalharam o conteudo de sistema de equacfes lineares. A aula foi
acompanhada na integra pela professora Pamela Goncalves. A aula foi ministrada de
modo virtual, utilizando o aplicativo jitsi. Estiveram presentes na sala 08 alunos.

Nesta aula utilizou-se os softwares:

. Powerpoint para a projecao do texto elaborado para a aula online

. Whiteboard, que auxiliou na explicacdo, por possibilitar escrever
simultaneamente com o explicado, similar ao realizado no modo presencial, quando

se usa a lousa;

. Geogebra que permitiu trabalhar graficamente na resolucdo de um

exercicio de maneira dinamica.

Inicialmente, foi relembrado o conceito de diagonal principal e secundaria para
introduzir o conteudo de determinantes. ApOs isso, iniciou-se 0s conteudos planejados
no plano 8. De modo geral o plano de aula foi executado conforme planejado, pois do
contetido previamente planejado apenas nédo foi trabalhado a regra de Cramer, que

sera ajustado para a proxima aula, que sera de exercicios.

Acredita-se que os alunos compreenderam e entenderam o conteudo aplicado

considerando a participacdo verbal e escrita que ocorreu durante a aula.

Durante a aula se procurou dar énfase na quantidade de solucbes de um
sistema e na sua representacdo matricial por meio de ilustracdes, exemplos e

exercicios.

E importante frisar que a maioria dos exercicios abordados durante o decorrer
da aula sdo questbes de vestibulares. Portanto € possivel concluir que a aula foi

produtiva e satisfatoria atendendo as expectativas.

3.9 Plano de Aula 9

Conteldo: Aula de resolucéo de exercicios
Objetivo geral: Retomar o contetdo trabalhado ao longo das oito aulas por

meio de exercicios.
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Objetivos especificos: Ao se trabalhar com estes exercicios, objetiva-se
relembrar os conteudos estudados nas 8 aulas anteriores e ainda que o aluno seja
capaz de:

e Ultilizar os conceitos aprendidos ao longo das aulas para a resolucdo dos
exercicios.
e Identificar o contetdo e aplicar os conceitos abordados em aula na resolucao

de exercicios.

Tempo de execucgao:

Um encontro de 2 horas e 30 minutos.

Recursos didaticos:
Softwares: Microsoft Whiteboard, Microsoft PowerPoint, Jitsi, Google Forms,

Geogebra, microfone e mesa digitalizadora.

Encaminhamento metodoldgico:

A nona aula dar-se-4 com a resolucdo de exercicios anteriormente
encaminhados como tarefa, os quais contemplam os conteddos abordados no
decorrer das oito aulas anteriores. Sera fornecido, por meio do chat, um formulario do
Google Forms com os exercicios, para incentivar a participacdo dos alunos e analisar
se o conteudo abordado foi absorvido e utilizado nas resolu¢des. Cada questao tera
um tempo de cinco minutos para a resolucao, incluindo o tempo de encaminhamento
pelo formulario da resposta obtida.

Aposs o tempo disponibilizado para a resolucéo, as respostas serdo analisadas
e corrigidas, procurando revisar os contetudos. Espera-se que os alunos participem
ativamente na dinamica e que consigam resolver os exercicios utilizando os conceitos
ja estudados.

Os seguintes exercicios compdem o formulario e serdo propostos na aula:

1) (AFA-RJ-2010) Seja o sistema S de equacdes nas incognitas x,y e z e

parametro real m
x+2y—-z=0
S={x—-my—-3z=0
x+3y+mz=m
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Analise as proposicdes a seguir e assinale a INCORRETA.
a) Sem =-3,entdo S é impossivel.
b) S é determinado se, e somente se, m # 0
c) Se S é homogéneo, entdo x+y+z &€ sempre um multiplo de 3.

d) S admite solugao para todo m # -3

Resolucéo:
E preciso calcular o determinante da matriz dos coeficientes:

1 2 -1
A=|1 -m -3
1 3 m

detA= -2m +9 —-m —m? —6 —3 = detA=-m?*-3m

Para o sistema ser possivel e determinado basta o determinante da matriz
dos coeficientes ser diferente de O.

det # 0 > —-m*-3m # 0 > -m(m+3) # 0 >m # 0em * —3

Entao isso significa que o sistema é possivel determinado para m#0 e m#-
3,

Para m=0 e m=-3 0 sistema pode possivel e indeterminado ou impossivel.
N&o se pode distinguir entre essas duas possibilidades usando apenas esse
determinante. E necessario resolver o sistema para esses valores para entéo
poder fazer a distincao.

Para m = -3, tem-se

x+2y—z=0
{ x+3y—-3z=0
x+3y—3z=-3
Comparando as equacfes 2 e 3 tem-se que 0 = -3, que é falso, ou seja, 0
sistema é impossivel.

Para m = 0, tem-se

x+2y—z=0
{x +0y—-3z=0
x+3y—-0z=0
Neste caso o sistema é homogéneo, logo é possivel e indeterminado
X+y+z = 3z-z+z = 3z que é multiplo de trés
Logo ele é possivel e indeterminado, pois possui infinitas solucdes:
a) Correta.

b) Incorreta.
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C) Correta, para que S seja homogéneo, obrigatoriamente precisa m
deve ser zero, assim considerando o sistema e isolando x na terceira
equacao se tem: x = 3z. Substituindo x = 3z na primeira equacéo tem-se
2z=-2y =z = -y ou ainda y = -z. Assim x+y+z = 3z-z+z = 3z e, portanto,
X+y+z € multiplo de trés.

d) Correta, o sistema so é impossivel quando m =-3.

Neste exercicio, serdo retomados os conteudos de sistema de equacoes,

determinante e sistema homogéneo.

2) (UESP) Se o terno (xg, yo,2p) € a solucado do sistema abaixo, entdo 3x, +
5y + 4z, é igual a:

3x+z=-5
xt+ty+z=-2

2y—z=-3

a) -8

b) -7

c) -6

d) -5

e) -4

Resolucéo:

Sera utilizado o método de Cramer:
e Determinante da matriz dos coeficientes (A):
3 0 1
det{1 1 1 |=-7
0 2 -1
e Determinante da matriz substituindo a coluna do x pelos termos
independentes (4,):

-5 0 1

det|-2 1 1 |=14
-3 2 -1

e Determinante da matriz substituindo a coluna do y pelos termos

independentes (4,):
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3 -5 1
det|1 -2 1 |=7

0 -3 -1

e Determinante da matriz substituindo a coluna do z pelos termos

3 0 -5
det|1 1 -2]|=-7

independentes (4,):

0 2 -3
. ~ . .. det Ay
Assim, a solucao do sistema é: (detA ye) =(-2,-1,1)
_detA, 14
Y= deta —7°
detA, 7
y = = —_— = —1
detA -7
detA, -7 1

2= deta —7°

Substituindo os valores encontrados parax, y e zem 3xg + 5y, + 4z:
3.(-2)+5.(-1)+4.1 =-7

Neste exercicio, sera retomado o contetdo de solucdo de um sistema linear e

regra de Cramer.

3) (UNIOESTE - 2017) A funcéo definida por f(x)=a(x-1)2+b(x-1)+c, onde a,b e

c sdo constantes reais, representa quanto José tinha em sua carteira ao final de
cada um dos ultimos 31 dias. Assim, x é um numero natural tal qual 1< x <31 e
f(x) € o valor, em reais, que José tinha em sua carteira no final do dia x. Da
mesma forma, a funcéo g(x)=mx+n onde m e n sdo constantes reais, representa
guanto Paulo tinha em sua carteira ao final de cada um dos ultimos 31 dias.
Sabe-se que no final do primeiro dia, José e Paulo nédo tinham dinheiro em suas
carteiras. No segundo dia, Paulo tinha R$7,00. No dia 16, José tinha R$120,00.
No dia 31, José néo tinha dinheiro em sua carteira.

Com base nestas informagdes, é correto afirmar que:

a)Ao final do dia x, a soma dos valores que José e Paulo tinham nas
carteiras é S=(-8/15)(x-1)2+23(x-1).
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b)Ao final do dia 18 Joseé tinha R$5,00 a mais que Paulo.

C)A expressédo da funcdo que representa a soma dos valores que José e
Paulo tem na carteira no dia x € um polinbmio de grau 3.

d)f(x)=-x2+32x-31.

e)Paulo nuncateve em sua carteira um valor maior do que José.

Resolucéo:

Inicialmente serd observado que nessas fun¢gdes o dominio € definido nos
naturais e no intervalo [1,31], logo sera obtido um grafico de pontos no plano
cartesiano.

Joseé: f(x )= a(x-1)>+ b(x-1) + ¢

Paulo: g(x) =mx +n

Para descobrir os valores reais a, b, ¢, m e n sera usado as informacdes:

Primeiro dia, José e Paulo n&o tinham dinheiro em suas carteiras.

José: 0=a(1-1)2+b(1-1) +c =2c =0 =21(x) = a(x-1)2 + b(x-1)

Paulo:0=ml+n=n=-m =g(X)=mx-m

Segundo dia, Paulo tinha R$7,00.

gX)=mx-m=7=2m-m=7=m =gX)=7x-7

Dia 16, José tinha R$120,00.

f(x) = a(x-1)2 + b(x-1) = 120 = a(16-1)2 + b(16-1) = 120 = a(15)? + 15b (01)

Dia 31, José ndo tinha dinheiro em sua carteira.

0=a(31-1)2+ b(31-1) = a(30)2+ 30b =0 = 30b =-900a =b =-30a

Consegue-se obter o b em funcdo de a, entdo pode-se substituir na
equacao (01)

120 = 15.15a +15(-30a) = 120 = 15a(15-30) = 120/(-15) = 15a = -8 = 15a= a
8

15
Como b =-30a=b =16

Conclui-se que as funcdes que descrevem a quantidade de dinheiro que

José e Paulo tém ao final de cada dia é respectivamente.
f(x) = — o= (x-1)2 + 16(x-1)
g(x) =7x -7 =2 g(x) = 7(x-1)
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ApoOs os calculos, serd construido o grafico no geogebra para os alunos
visualizarem a interseccdo entre as funcdes. Em seguida, as alternativas seréo

analisadas da seguinte forma:
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140

120

100

20

60

40

20

10 0 7 10 20 30 40

/

Figura 77: Gréfico de interseccéo entre f(x) = — 18—5(x-1)2 + 16(x-1) e g(x) = 7(x-1).

Fonte: Acervo dos autores.

Analisando as alternativas:

a)Ao final do dia x, a soma dos valores que José e Paulo tinham nas
carteiras € S = —% (X-1)2 + 23(x-1).

f(x) + g(x )= — = (x-1)2 + 16(x-1) + 7(x-1) = — = (x-1)2 +23(x-1)

b)Ao final do dia 18 José tinha R$5,00 a mais que Paulo.

Como a fungédo de José é uma parabola com a<0 e com raizes O e 31, 0

valor maximo é assumido quando o x = 16, depois disso decresce.



161

No dia 18 Paulo recebeu g(18)= 7(18-1) = g(18)=119. Como o0 maximo que
José teve em sua carteira € R$ 120,00 no dia 16, € impossivel que tenha R$ 5,00
a mais que Paulo no dia 18.

C)A expresséo da funcdo que representa a soma dos valores que José e

Paulo tem na carteira no dia x € um polinbmio de grau 3.
d)f(x) = -x2 + 32x - 31. Né&o é verdade, pois f(x) = — = (x-1)2 + 16(x-1)
e)Paulo nuncateve em sua carteira um valor maior do que José.

Como a funcéo de José € uma paradbolacom a<0 eraizes 0 e 31, o valor

maximo é assumido quando o x =16, y = 120 e Paulo tinha 100 nesse dia.

Neste exercicio, serdo retomados os conteudos de funcdo afim, funcéo
quadratica, raiz de uma funcao afim, raiz de uma funcao quadrética, maximo e minimo

de uma funcéo quadratica.

4) (UFRGS - 2020) Considere o padréao de construcao de triangulos com

palitos, representado nas figuras abaixo.

N " o AN ’\

< B3 - -«
Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3
Figura 78: Triangulos formados por palitos de fésforos.

Fonte: UFRGS VESTIBULAR 2020.

Na etapa n, serdo utilizados 245 palitos. Nessas condi¢cdes, n é igual a
(A) 120.
(B) 121.
(C) 122.
(D) 123.
(E) 124.

Resolucéo:
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Tem-se que na Etapa 1 sdo usados 3 palitos, na Etapa 2 sdo usados 5, na

Etapa 3 sdo usados 7 palitos, portanto se tem uma PA de razdo 2 e o termo inicial

3.

Logo:

a, =aq+r.(n-1)

245 =3+ 2.(n-1)

245=3+2n-2

2n =244

Logo n =122

Neste exercicio, sera retomado o contetudo de sequéncias e de progressao
aritmética.

5) (UNIOESTE - 2019) Se o numero real “a” é raiz do polinémio P(x) e o

nuamero real b é raiz do polinbmio Q(x), entdo € CORRETO afirmar que:

a) (a+b) é raiz de P(x)+Q(x).

b) a e b séo raizes de P(x)+Q(x).
c) (ab) é raiz de P(X)Q(x).

d) a e b séo raizes de P(x)Q(x).
e) (a+b) é raiz de P(x)Q(x).

Resolucéo:
Como a éraizde P(x), e b éraizde Q(x) tem-se que: P(a)=0 e Q(b)=0.
Analisando as alternativas

a)Para avaliar se (a+b) é raiz de P(x) +Q(x) € necessario verificar se ao

substituir x por (a+b) encontra-se 0. Nao é possivel afirmar com as informacdes

do exercicio se P(at+b) + Q(a+b) é igual a zero, pois ndo sabe-se quanto é P(a+b)
e/ou Q(a+b) .

b)Para avaliar se a e b sdo raizes de P(x) + Q(X) € necessario verificar se

ao substituir x por ae por b encontra-se 0. P(a) + Q(a) = Q(a), ndo se sabe quanto
€ Q(a) P(b) + Q(b) = P(b), ndo se sabe quanto é P(b).

c) Para avaliar se (ab) é raiz de P(x)Q(x) precisa-se verificar se ao

substituir x por (ab) encontra-se 0. Nao € possivel afirmar com as informacdes
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do exercicio se P(ab)Q(ab) é igual a zero, pois ndo se sabe quanto é P(ab) e/ou
Q(ab).

d)Para avaliar se a e b séo raizes de P(x)Q(x) precisa-se verificar se ao
substituir x por a e b encontra-se 0. P(a)Q(a) = 0.Q(a)= 0, portanto a é raiz de
P(X)Q(x). P(b)Q(b) = P(b).0=0, portanto b é raiz de P(x)Q(x).

e)Para avaliar se (atb) é raiz de P(xX)Q(x) é necessario verificar se ao
substituir x por (a+b) encontra-se 0. Nao € possivel afirmar com as informacdes
do exercicio se P(at+b).(a+b ) é igual a zero, pois ndo se sabe quanto é P(a+b)
e/ou Q(ath).

Portanto, a alternativa correta € a letra d).

Neste exercicio, serdo retomados os contetdos de polindmio e de raiz de um

polinémio.

6) (UNESP 2009) Uma rede de comunica¢cfes tem cinco antenas que

transmitem uma para a outra, conforme mostrado na matriz A=(a;;), onde a;=1
significa que a antena i transmite diretamente para a antena j e a;=0 significa

gue a antenai ndo transmite para a antenaj. Qual o significado do elemento by,

da matriz B=Az2

=

Il
Y =N
O RmROm
ORORO
_OoR OO
oORrROOO

a) Como by = 0, isso significa que a antena 4 nédo transmite para a
antena 1.

b) Como by =1, isso significa que a antena 4 transmite para a antena
1

C) Como by = 3 isso significa que existem 3 maneiras diferentes de a
antena 4 transmitir para a antena 1, usando apenas uma retransmissao
entre elas.

d) Como by,= 3, isso nada significa pois b;; s6 pode valer 0 ou 1,

conforme definido no enunciado da questao.
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Resolucéo:

Primeiro deve-se descobrir a matriz B = A2. E necessario descobrir o
elemento by, OU seja, qual € o elemento da quarta linha e primeira coluna da
matriz A2. Para isso, basta multiplicar a quarta linha de A pela primeira coluna
de A.

(1)

1

(1110 1).k1) =10+11+1.1+01+1.1=0+1+1+0+1=3
1

1

E, portanto, significaque ha 3 maneiras diferentes de a antena 4 transmitir

para a antena 1, usando apenas uma retransmissao entre elas.

Neste exercicio, serdo retomados 0s conteudos de matriz e multiplicacdo de

matrizes.

7) (UNIOESTE - 2015) Andreia usa o salario mensal dela para pagar a
prestacdo da casa, a prestacdo do carro e o restante guarda no banco para o
futuro. No ultimo més, Andreia observou que do salario mensal dela, um terco
mais R$ 200,00 foram usados para pagar a prestacdo da casa, um terco foi usado
para pagar a prestacdo do carro e um quarto foi guardado no banco. Nessas
condicdes, € CORRETO afirmar que o ultimo salario de Andréia foi de:

a)R$1.800,00.

b)R$2.000,00.

¢)R$2.100,00.

d)R$2.400,00.

e)R$2.600,00.

Resolucédo: Sendo x o salario de Andréa, tem-se que um ter¢co mais R$

200,00 foram usados para pagar a prestacdo da casa ( g + 200), um terco foi

usado para pagar a prestagéo do carro (g) e um quarto foi guardado no banco (

3
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(3+200)+(3)+(3)=x

200=x -2 5200=1
12 12
Assim, x= R$ 2.400,00

Portanto, o salario de Andreia é R$ 2.400,00

Neste exercicio, sera retomado o conteudo equacao.
8) (Unicamp) Seja A a matriz formada pelos coeficientes do sistema linear

abaixo:

Ax+y+z=21+2
X+Ay+z=21+2
xX+y+Az=2+2

a)Ache as raizes da equacao: det(A) =0

b)Ache a solugao geral desse sistema para A =-2

Resolucéo:
Calculando o determinante da matriz dos coeficientes:
detA=-A -A -A + A3+1+1=0 = A3- 3A +2 = 0, tem-se entdo um polindmio de
grau 3, onde as possiveis raizes inteiras sdo -1, 1, -2 e 2, pois sdo os divisores
do termo independente.
Entdo testando as possiveis raizes tem-se:
e A=1¢ésolucao pois,
13-3.1+2=0
e A=-1ndo ésolucéo, pois,
(-1)3-3(-1)+2=4
e A=-2¢ésolucgéo, pois,
(-2)3-3(-2)+2=0
e A =2ndao é solucgéo, pois,
23-32+2=4

Dividindo o polinbmio por A - 1 para diminuir um grau, se obtém:
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A3 -3A +2 A-1
I
-\3 +A2 A2+ A -2
oA Az - 3A
_)\2 +A
ON2 - 2N + 2
+2A -2
0

Ao aplicar bhaskara em A2+ A -2:

1+ 12—:~1~(—2) = _1;—”/6 = A=1 e A=-2, portanto A =1 é raiz dupla.

b) Como foi encontrado A= -2, tem-se que esse é um dos valores que zera
o determinante, entdo ou o sistema é possivel e indeterminado ou é impossivel,
porém este sistema € homogéneo para A=-1 e como sistemas homogéneos séo
sempre possiveis, conclui-se gque o0 sistema é um sistema possivel e

indeterminado,

—2x+y+z=0
x—2y+z=0
x+y—-2z=0

Isolando x na ultima equagéo tem-se x=2z -y
Substituindo x = 2z —y na segunda equagéo:
22—y -2y+z=>2z2=Yy
Comoz=yex=2z-y,entdox =z,logox=y=z
S={(x,x,x), V x E R}
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Neste exercicio, serdo retomados os contetudos de sistema de equacdes,
determinante, sistema homogéneo e solucdo de um sistema linear, divisdo de

polindmios, raiz de polinémios, raiz de funcéo quadratica.

9) (FUVEST) Considere o sistema de equacdes nas variaveis x ey, dado
por:

{ 4x +2m?y =0
2mx+ (2m—-1)y=0

Desse modo:
a) Resolva o sistema param = 1.
b) Determine todos os valores de m para 0s quais 0 sistema possuli

infinitas solucdes.

Resolucéo:
a) Se m=1:

{4x+2y=0
2x+y=0

Isolando y na 22 Equacdao y = -2X
Substituindo na 12 equacéo, tem-se que 4x —-4x=0=0=0
S={(x,-2x) V x E R}

b) Osistemapossuiinfinitas solugcdes se o determinante da matrizdos
coeficientes for igual a zero (note que o sistema € homogéneo. Seja A a
matriz dos coeficientes,

Det(A) = 4(2m-1)- 4m3 = 4ms3- 8m — 4 = (-4)(m3 - 2m + 1) = (-4)(m-1)(m2+m-1)

Logo:

Neste exercicio, serdo retomados os conteudos de solugcdo de um sistema

linear, determinante e sistema homogéneo.

10) (UEDC-2017) O resto da diviséo de 2% + 1 por 232+ 1 é igual a:
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a)l.
b)O0.
c)4.
d)2.

Resolucéo:
Pode-se escrever 2% + 1 da forma (2%%)2 + 1. Chamando 2% = x, como
artificio para facilitar aresolucéo, tem-se entdo uma divisdo entre os polinémios

x2+1ex +1,logo:

X2 +1 X+1
I
-X2 - X X=1
0 - X +1
+ X +1
0 + 2

Portanto o resto é 2.

Neste exercicio, serdo retomados os conteudos de divisdo de polinbmios.

11) (Enem - 2016) Sob a orientacdo de um mestre de obras, Jodo e Pedro
trabalharam na reforma de um edificio. Jodo efetuou reparos na parte hidraulica
nos andares 1, 3, 5, 7, e assim sucessivamente, de dois em dois andares. Pedro
trabalhou na parte elétrica nos andares 1, 4, 7, 10, e assim sucessivamente, de
trés em trés andares. Coincidentemente, terminaram seus trabalhos no dltimo
andar. Na concluséo da reforma, o mestre de obras informou, em seu relatério,

o0 numero de andares do edificio. Sabe-se que, ao longo da execucao da obra,
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em exatamente 20 andarOes, foram realizados reparos nas partes hidraulica e

elétrica por Jodo e Pedro. Qual é o numero de andares deste edificio?

a) 40
b) 60
c) 100
d) 115
e) 120

Resolucéo:

As intersecOes dos andares de Jodo e Pedro formam a seguinte P.A.

(1,7,13...a5,). sendo a,, 0 vigésimo andar coincidentes, com razdo 6 e primeiro

termo 1. Usando o termo geraldaP.A, a, =a; + (n—1).r,

azo = 1+ (20—1)6
Ay = 115

Portanto, ha 115 andares neste edificio.

Neste exercicio, sera retomado o conteudo de progressao aritmética.

12) (FGV - SP Administracdo 2013/2) Ao cobrar dos produtores um

imposto de t reais por unidade vendida de um produto, o nUmero x de unidades

vendidas mensalmente é dado por x = 50-0,25t. A receita tributaria mensal

(imposto por unidade vezes a quantidade vendida) maxima gque o0 governo

consegue arrecadar é:
a) R$ 2200,00
b) R$ 2300,00
c) R$ 2400,00
d) R$ 2500,00
e) R$ 2600,00
Resolucéo:

Como é pedido a receita tributaria maxima, € preciso encontrar o valor
maximo da funcdao t.x = t.(50-0,25t) = 50t -0,25t2 = -0,25t2+50t
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Yv = - = Yv= b* — 4ac -y _ —[(50)% — 4(-0,25).0] Ly ~ —2500
v = 4a v= 2a v = 4(—0,25) v= —

= Yv =2500

Assim, areceita tributaria méxima é de R$ 2500,00

Neste exercicio, serdo retomados os contetdos de fun¢éo quadréatica e maximo

e minimo de uma func¢édo quadratica.

13) (MAPOFEI-76) Ao se efetuar a soma de 50 parcelas em PA 202, 206,

210, ..., por distragado nao foi somada a 352 parcela. Qual foi a soma encontrada?

Resolucéo:
Sabe-se que: a; =202 r=4 n=50

Para efetuar a soma das 50 parcelas usaremos a formula:

S,=na; +[n(n- 1)].%

50.49.4
S50 = 50.202 + — = 10100 + 4900 = 15000

Para encontrar o 35° termo que nao foi somado, € preciso usar a formula
do termo geral:
a,=a,+(n - r
azs =202+ (35—1).4 =338
Entdo a soma total menos a 352 parcela é:
15000 - 338 = 14662

Neste exercicio, sera retomado o contetudo de progressao aritmetica.

14) (FATEC- SP - 2010) - Considere as funcdes f e g, de IR em IR, definidas
por f(x)= -x2 + px e g(x)= k, com p e k constantes reais. Representando-as
graficamente no sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, obtém-se a
reta da funcéo g tangenciando a parabola da funcéo f, no vértice de abscissa 3.
Nestas condi¢cdes, o valor de k é:

(A) 1.

(B) 3.

(C) 5.
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(D) 7.
(E) 9.

Resolucéo:

Note, primeiro, que as raizes da funcao f sdo x =0 ou x = p:
fX)=-x2+px > f(x) =0 & -x2+px=0x(px)=0&ex=00ux=p.

O enunciado diz que a reta da funcéo g tangencia a parabola da funcéo f

no vértice de abcissa 3. A abscissa do vértice em uma funcdo do segundo grau
P b . L ,
€ dada por ~ e Ou seja, 0 seu veértice é dado por: —_% =3 =>p=6

Sabendo que a funcado g(x) = k € uma funcdo constante, o seu grafico é
uma reta paralela ao eixo x, passando por y = k. Para saber onde essareta corta
o eixo y (k), basta encontrar a ordenada referente a abcissa 3. Isso se faz
substituindo o valor 3 na lei da funcao que foi dada no exercicio:

f3)=-(3)+p.3—->f3)=-9+p.3—>1(3)=-9+6.3=-9+18=9

Logo, aresposta correta € a alternativa (E)

Ser4 feito o grafico para ilustrar o problema.
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Figura 79: Grafico de ilustracdo do problema.

Fonte: Acervo dos autores.

Neste exercicio, serdo retomados os conteudos de funcéo quadratica e maximo

e minimo de uma funcéo quadratica, funcao constante, grafico de funcéo constante.
Avaliacéo:

A avaliacéo sera realizada durante a aula com base nas respostas obtidas pelo

formuléario e pelos questionamentos feitos pelos professores no decorrer da aula.

3.9.1 Relatério Aula 9

No dia quinze de maio de 2021, as 09 horas, iniciou-se os trabalhos praticos

da disciplina Metodologia e Pratica de Ensino - Estagio supervisionado |, do Curso de
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licenciatura em matematica da Unioeste-Campus Cascavel, com a atuacdo dos
discentes no Programa de acesso e permanéncia de estudantes da rede publica de
ensino em universidades publicas: um enfoque a area de matematica (PROMAT).
Estavam presentes na aula os académicos Gabriel Borghetti, Rafael Tech, Marcele
Cristine Assis e Thays Perin que ministraram a aula voltada para resolucédo de

exercicios.

A aula foi acompanhada na integra pela professora Fabiana Magda Garcia
Papani. A aula foi ministrada de modo virtual, utilizando a plataforma jitsi meet.
Observou-se que houve apenas 6 alunos presentes nesta aula, uma grande diferenca

se comparados com o numero de alunos das primeiras aulas ministradas.
Nesta aula foram utilizados os softwares.
. Powerpoint para a projecao do texto elaborado para a aula online;

. Whiteboard, que auxiliou na explicacdo, por possibilitar escrever
simultaneamente com o explicado, similar ao realizado no modo presencial, quando

se usa a lousa;

. Google Forms, que permitiu que os alunos participassem da aula de

maneira dindmica.

A aula foi iniciada com o conteudo de regra de Cramer. Ap0ds isso, iniciou-se as
atividades elaboradas no plano 9. Para esta aula, foi planejado propor diversos
exercicios aos alunos para retomar os contetdos vistos ao longo das oito aulas do
PROMAT. Para cada exercicio foi destinado alguns minutos para os alunos
resolverem. Foi explicado para eles como aconteceria a dinamica da aula: que
consistia em os alunos responderem 0s exercicios e encaminhar a resposta obtida
pelo formulario do Google Forms, disponibilizado durante a aula. Apos o final do
tempo, eram observadas as respostas obtidas e o conteido abordado no exercicio

era retomado e relembrado com os alunos.

Em decorréncia da aula ter poucos alunos presentes, ocorreram poucas
participacdes, porém, pode-se afirmar que todos 0s presentes participaram por voz ou
por chat. Acredita-se que por ter sido uma aula voltada a resolucdo de exercicios,

houve mais participacéo.

De modo geral o plano de aula foi executado conforme planejado. Porém nao
foi possivel abordar todos os exercicios do plano. Dos exercicios previamente
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planejados, foram trabalhados os sete primeiros exercicios, de um total de dezesseis

exercicios.

Durante a resolucdo dos exercicios se procurou dar énfase nos conteudos
abordados nas aulas anteriores, para que fosse possivel relembrar os conteudos.
Todos os exercicios propostos nesta aula tinham como objetivo verificar se os alunos

compreenderam 0s conceitos apresentados ao longo das oito aulas de PROMAT.

Pelo fato de as aulas serem remotas, 0s exercicios propostos em sala nas aulas
anteriores foram feitos juntamente com os académicos, hdo tendo um tempo exclusivo
para o aluno tentar resolvé-lo, porém, como esta aula foi exclusiva para resolucéo de
exercicios, os alunos tiveram cerca de cinco minutos para resolver cada um dos

exercicios propostos.

E importante ressaltar que quase todos os exercicios abordados durante o
decorrer da aula sdo questbes de vestibulares. Pois, como o PROMAT 2021 é com
foco no vestibular da UNIOESTE, foi dado preferéncia para exercicios deste nivel.

Conclui-se que a aula ocorreu de maneira dinamica e que a participacao dos
alunos respondendo o questionario foi muito importante para isso. Acredita-se
também, devido as respostas obtidas, que os alunos compreenderam os contetdos
abordados durante o PROMAT.
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4 PROMAT - CONSIDERACOES FINAIS

Para uma atuacéo eficaz, € indispensavel que o professor de matematica tenha
a capacidade de planejar, elaborar, executar e propor acdes que auxiliem o processo
de ensino-aprendizagem do aluno. Para isso € preciso que o professor seja capaz de
enfrentar desafios, decifrar a realidade e construir propostas criativas, 0 que requer
um bom planejamento.

No estdgio supervisionado deve-se realizar a associagdo entre a prética e a
teoria, mas, muitas vezes, a realidade da pratica ndo condiz com o esperado pela
teoria. Especialmente se considerarmos o0 momento de isolamento social que é vivido
pela sociedade, em decorréncia da pandemia ocasionada pelo COVID-19. Nesse
ambito, a sala de aula fisica foi transformada em uma sala de aula virtual, o que trouxe
desafios para todos, especialmente para os educadores que estdo iniciando a sua
pratica docente.

E imprescindivel que ministrar as aulas no PROMAT foi de suma importancia
para 0 nosso aprendizado, pois tivemos nosso primeiro contato na perspectiva de
professor. Aprendemos a lidar com ocasides inesperadas e com situacdes
estressantes, pois um bom professor deve estar preparado e saber como agir em
qualquer situacao desafiadora.

Por fim, destaca-se que a realizacdo do PROMAT foi gratificante, mostrando
gue a experiéncia vivenciada agregou valores e conhecimentos e contribuiu para o

aperfeicoamento profissional, além de crescimento na formacao académica.
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